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PLANS D'EXPERIENCES

‘expérimentateur, quel que soit son domaine d’étude, est toujours confronté

au probleme difficile de I'organisation optimale de ses essais. Comment
obtenir les bonnes informations dans les meilleurs délais et pour le moindre
cout ? Telle est la question a laquelle nous allons nous efforcer d’apporter une
réponse dans cet article.

Les scientifiques n’ont abordé ce sujet que depuis peu d’années. Les premiers
qui se sont penchés sur ce probleme sont des agronomes et des statisticiens.
Les techniques et les notions qu’ils ont développées sont si générales qu’elles
peuvent étre utilisées dans tous les domaines. En particulier, la chimie analyti-
que leur offre un vaste champ d’applications.

Cette science de I'organisation des essais est récente puisqu’on peut la faire
démarrer avec les travaux de R.A. Fisher (début du vingtiéme siécle). Aussi
bizarre que cela paraisse, elle ne porte pas encore de nom. Nous avons proposé
Expérimentique ou Expérimentologie, mais la communauté scientifique n’a pas
encore décidé.

Le but de cette nouvelle science est I'optimisation du choix des essais et de
celui de leur enchainement au cours de I’'expérimentation. Nous verrons que ce
but peut étre atteint a condition que l’'expérimentateur se conforme a une
méthode rigoureuse et qu’il accepte d’abandonner certaines habitudes. Lorsqu’il
aura apprécié la puissance et le bien-fondé de cette nouvelle technique, il en
deviendra un adepte fervent et un chaud défenseur.

Nous avons personnellement constaté que la méthode des plans d’expé-
riences est au moins trois a quatre fois plus efficace que les démarches habituel-
les de conduite des essais, c’est-a-dire qu’elle permet d’arriver aux mémes
résultats avec trois a quatre fois moins d’essais. Ajoutons que cette méthode
apporte a l'expérimentateur un puissant outil de réflexion et d’analyse qui lui
permettra de conduire son expérimentation avec slreté et précision.

Les plans d’expériences ont d’abord été utilisés en agronomie. Puis, peu a peu,
ils ont été utilisés dans d’autres domaines techniques. Les chimistes les ont
adaptés a leurs problemes. Récemment, les responsables de la qualité ont
découvert ces techniques et ils en font maintenant grand usage. L'universalité de
ces méthodes devrait les faire employer dans de nombreux domaines. Nous
pouvons déja signaler des réussites en recherche fondamentale, en recherche
appliquée, en développement industriel et méme en fabrication. Personnel-
lement, nous avons préconisé leur emploi pour réduire le nombre des passages
informatiques lors de simulation sur ordinateur.

Le champ d’applications est extrémement vaste et I'imagination de chacun est
libre de trouver de nouveaux domaines et de nouveaux usages. En chimie ana-
Iytique, on peut les utiliser pour trouver le réglage optimal d’un appareil, pour
découvrir les facteurs influant sur le résultat d’'une méthode d’analyse, pour
améliorer les essais circulaires, pour détecter des erreurs systématiques, etc.

Pour plus de détails sur les travaux de R.A. Fisher, le lecteur pourra consulter les références
[1112].

Les domaines d’application des plans d’expériences sont étudiés dans les références [6]
[111116].
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1.1 Terminologie

1.1.1 Réponses, facteurs, niveaux

Avant d’aborder I'étude des plans d’expériences, il convient de
préciser le vocabulaire que nous allons utiliser. Nous nous inspire-
rons pour cela de la norme AFNOR X 06-080 et des usages des diffé-
rentes disciplines auxquelles nous ferons appel. Les termes
nouveaux que nous définirons seront en lettres grasses dans la
suite du texte.

Un phénomeéne peut toujours étre mis sous la forme mathéma-
tique suivante :

y=1f(X1, X3 sees Xp) (1)

avec y grandeur a laquelle s’intéresse |'expérimenta-
teur : cette grandeur est appelée la réponse ou la

grandeur d’'intérét,

Xj variables sur lesquelles I'expérimentateur peut
agir ; ces variables peuvent étre continues ou
discontinues ; on les appelle les facteurs; les
plans d’expériences permettent d'étudier
I'influence d’un grand nombre de facteurs sans
multiplier exagérément le nombre des essais,

f fonction mathématique qui explique le mieux les
variations de la réponse selon les différentes
valeurs données aux x; Dans le cas des plans
d’expériences, cette fonction mathématique est
souvent un polynéme dont nous préciserons la
forme dans les paragraphes suivants.

Lorsque I'on étudie un facteur x;, par exemple une température,
on ne le fait pas varier dans de larges proportions. On définit tou-
jours, en fonction des besoins de I'étude, une valeur inférieure et
une valeur supérieure. Les variations du facteur sont donc limitées
par deux bornes. La borne inférieure retenue par I'expérimentateur
est appelée niveau bas et la borne supérieure, niveau haut. On a
I'habitude de désigner par le signe moins (-) le niveau bas d’un fac-
teur et par le signe plus (+) son niveau haut.

1.1.2 Coordonnées centrées réduites

Lorsque I'on attribue la valeur — 1 au niveau bas et la valeur + 1 au
niveau haut, on effectue deux modifications importantes.

On change l'unité de mesure

Par exemple, si le niveau bas d'un facteur est 60 °C et le niveau
haut 80 °C, il y a 20 °C entre ces deux valeurs, soit 20 fois I'unité
courante de température. Entre — 1 et + 1, il y a deux unités nouvel-
les. La nouvelle unité vaut donc 10 °C, on lui donne le nom de pas.

On déplace I'origine des mesures

Dans I'exemple choisi, le milieu de l'intervalle [- 1, + 1] corres-
pond a la température de 70 °C. La nouvelle origine, notée zéro, dif-
féere donc de I'origine exprimée en unités courantes.

Ces deux modifications entrainent l'introduction de nouvelles
variables que I'on appelle variables centrées réduites (v.c.r.) (cen-
trées pour indiquer le changement d’origine et réduites pour signa-
ler la nouvelle unité).
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Le passage des variables d’origine A aux variables centrées rédui-
tes x, et inversement, est donné par la formule suivante (A étant la
valeur centrale en unités courantes) :

= A4

= (2)
pas

L'intérét des v.c.r. est de pouvoir présenter les plans d’expériences
de la méme maniere quels que soient les domaines expérimentaux
retenus et quels que soient les facteurs, ce qui donne une grande
généralité de présentation a la théorie des plans d’expériences.

1.1.3 Domaine expérimental et domaine d’'étude

Nous allons donner une interprétation géométrique de la relation
(1). Cette interprétation nous permettra de mieux comprendre la
construction des plans d’expériences et de mieux interpréter les
résultats. Pour la simplicité de I'exposé, nous prendrons des exem-
ples a deux facteurs, ce qui conduit a des figures a deux ou trois
dimensions. Lorsqu’il y a plus de trois facteurs, ce qui est le cas
général, il faut raisonner dans des espaces a plus de trois dimen-
sions. Mais, ayant compris ce qui se passe dans un espace a deux
dimensions, le lecteur n"aura aucun mal a extrapoler les raisonne-
ments a des espaces a n dimensions.

Pour fixer les idées, prenons I'exemple de I'étude d’une réaction
chimique pour laquelle I'expérimentateur cherche a connaitre
I'influence de la température et de la pression sur le rendement.
Construisons d’abord une représentation géométrique. Le premier
axe d'un systéme d’axes cartésiens est attribué a la température et
le second a la pression (figure 1). Le domaine expérimental est le
plan température x pression dans lequel toutes les pressions et tou-
tes les températures sont possibles. Mais, en général, un expéri-
mentateur limite les variations des facteurs étudiés. Ici, par
exemple, la température varie entre 60 °C et 80 °C, la pression entre
1 et 2 bar. On appellera domaine d’étude tous les points de la sur-
face délimitée par les niveaux bas et haut de chaque facteur (surface
en tramé bleu de la figure 1).

Pression

@Zbar— ——————————

Domaine
d'étude

@1bar— ——————————

60°C 80°C  Température

Figure 1 - Définition du domaine d’étude

1.1.4 Facteurs continus, facteurs discrets

Les facteurs peuvent étre des grandeurs continues : la tempéra-
ture, la pression, les longueurs sont des grandeurs continues. |l est
donc possible de leur donner des valeurs comprises entre le niveau
bas et le niveau haut et d’en déduire, grace a un modele mathéma-
tique, toutes les valeurs de la réponse dans le domaine d’étude. Les
facteurs continus peuvent prendre plusieurs niveaux d'étude. En

PE 230 -3



PLANS D'EXPERIENCES

v.c.r., les niveaux retenus peuvent étre, par exemple, -2,-1,0, + 1,
+ 2 ou des valeurs non entiéeres comme - 2,6 ou 3,1.

Mais tous les facteurs ne sont pas continus. Si I'on étudie
Iinfluence de différentes personnes sur une réponse, le facteur
« personne » n'est pas continu. Il en serait de méme d’animaux,
d’objets, de couleurs, d’odeurs, etc. Il n’y a aucune valeur intermé-
diaire entre deux niveaux de ce type de facteur. S'il n’y a que deux
niveaux a étudier, on attribuera le signe — a I'un et le signe + a l'autre
et cela d'une maniére tout a fait arbitraire. Certains facteurs discrets
peuvent parfois étre ordonnés, par exemple, les trois niveaux
« petit », « moyen » et « grand ». Mais ce n’est pas toujours le cas et
certains facteurs discrets ne peuvent pas étre ordonnés comme, par
exemple, les trois personnes Jacques, Pierre et Louis.

Dans certains cas, le méme facteur peut se présenter, dans une
étude, comme un facteur discret et, dans une autre étude, comme
un facteur continu. Par exemple, on peut étudier les ventes de voitu-
res en fonction de leur couleur : bleu, rouge ou vert. Le facteur est ici
discret. Mais, si I'on étudie la réfringence de la lumiére, on peut clas-
ser les couleurs selon leur longueur d’onde. Le facteur couleur est
alors continu.

Lorsque I'on effectue une étude, ces différents types de facteur
peuvent étre simultanément présents. L'espace expérimental est
donc constitué d'un mélange d’axes pour facteurs continus et
d’axes pour facteurs discrets. Le traitement de ces types de facteur
n’étant pas toujours le méme, les plans d’expériences doivent étre
adaptés en conséquence. Dans un premier temps (8 2, 3, 4), nous
étudions les plans factoriels a deux niveaux qui sont applicables a
tous les types de facteur sans distinction. Le paragraphe 5 est con-
sacré a certains plans particuliers dont les facteurs ne prennent que
deux niveaux. Le paragraphe 6 est consacré aux facteurs continus
prenant plus de deux niveaux et dont I'interprétation est basée sur
des modeéles du second degré. Le paragraphe 7 est consacré aux
facteurs discrets ayant plus de deux niveaux. Quant au paragraphe
8 qui traite des mélanges, il ne s’applique qu’aux facteurs continus.

1.2 Méthode

1.2.1 Généralités

Le bon usage des plans d’expériences doit s’inscrire dans une
méthode logique et rigoureuse dont la mise en ceuvre est de la res-
ponsabilité de I'expérimentateur. Si I'on considére le schéma
d’acquisition des connaissances (figure 2), on constate que la pre-
miére étape consiste a définir le systeme que I'on se propose d’étu-
dier, puis de poser les questions pour lesquelles on désire des
réponses.

Avant de lancer la moindre expérimentation, il est indispensa-
ble de vérifier si les solutions que I'on recherche n’existent pas
déja ! Pour cela, il est prudent de faire appel a la théorie, de réa-
liser une bibliographie, et d’interroger les experts, etc.

Cette premiére phase étant terminée, I'expérimentateur doit orga-
niser les essais qui lui permettront de répondre aux questions qui
restent pendantes. Nous étudierons particulierement cette étape de
la préparation de I'expérimentation, en gardant a I'esprit qu’elle doit
faciliter I'interprétation des résultats et permettre une acquisition
progressive des connaissances. La méthode des plans d’expérien-
ces [6] s’intéresse donc aux trois étapes de réflexion qui sont enca-
drées dans la figure 2.

PE 230 -4

Processus d'acquisition
des connaissances

{

Systéeme a étudier

{

Questions Q1, Q2, ..., Q4

|

Inventaire des informations

’—>| Choix d'une méthode d'expérimentation

Acquisition ‘
progressive Expérimentation
des résultats ‘

T—' Analyse des résultats

{

Connaissance du systéme étudié

Figure 2 - Sché d'acquisition des cc

1.2.2 Préparation de I'expérimentation

La préparation de l'expérimentation consiste en une réflexion
préalable effectuée soit seul, soit en groupe, et permettant :

— de préciser avec soin les réponses qui seront enregistrées a
chaque essai ;

— de rechercher tous les facteurs pouvant influer sur le proces-
sus étudié ;

— de définir les domaines d’étude de chacun des facteurs ;

— d’envisager les erreurs systématiques possibles pour éven-
tuellement s’en affranchir ;

— de prévoir les contraintes expérimentales possibles ;

— d’organiser des essais supplémentaires pour évaluer I'erreur
expérimentale.

Cette réflexion préalable peut durer plusieurs heures au cours
desquelles se dégagent avec précision les principaux éléments a
prendre en compte pour organiser au mieux les essais. Il est ensuite
facile de choisir les plans qui conviennent le mieux au probléme
posé : nombre de facteurs, ordre des essais (8 4.2.5), blocking
(8 4.2.2), confusion a éviter, etc.

1.2.3 Analyse des résultats

Lorsque I'on posséde les résultats des essais, il faut s’assurer,
avant d'entreprendre les calculs :

— qu'il n’y a pas de résultats aberrants ou faux ;

— que les niveaux ont bien été respectés au cours de I'expéri-
mentation ;

— que le modele mathématique retenu a priori représente bien
les résultats d’expériences ;

— que I'on a bien évalué les risques d’ambiguité.

Etant sOr de la qualité de ses résultats, |'expérimentateur va pou-
voir procéder aux calculs et a l'interprétation. En fonction des
conclusions, il saura s’il a atteint pleinement son but ou s'il doit
envisager une nouvelle série d’essais pour compléter son informa-
tion.
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1.2.4 Acquisition progressive des connaissances

Si I'expérimentateur n'a pas toutes les réponses aux questions
posées ou si les premiers résultats soulévent de nouvelles ques-
tions, il va entreprendre des essais supplémentaires. Les conclu-
sions du premier plan lui permettront d’orienter les nouvelles
investigations. En particulier, il saura:

— si le domaine d'étude retenu contient les réponses qui
I'intéressent ; si oui, il le conservera; sinon, il saura dans quelle
direction il faut aller pour trouver ce qu'il cherche ;

— s'il doit envisager un modéle mathématique différent pour
expliquer les résultats des essais ; le modele du premier degré est
parfois insuffisant et des expériences complémentaires devront étre
entreprises pour établir un modele du second degré ;

— s'il faut prévoir des essais ou des plans complémentaires pour
lever les éventuelles ambiguités.

L'organisation des expériences au départ de I'étude est telle que
les nouveaux essais viendront s’intégrer harmonieusement aux pre-
miers, évitant ainsi toute perte de temps ou d’argent. Les premiers
résultats, s’ils ne répondent pas entierement aux questions posées,
serviront a orienter le choix des nouvelles expériences.

Les plans factoriels complets a deux niveaux sont les plus sim-
ples, ils sont aussi les plus utiles car ils forment la base de tous les
débuts d’étude. Les premiers résultats obtenus grace a ces plans
peuvent toujours étre complétés par de nouvelles expériences per-
mettant d’atteindre le degré de précision et d’information recher-
ché. Dans le présent paragraphe, nous présentons les plans
complets et nous n‘abordons les plans fractionnaires que dans le
paragraphe 3.

2.1 Plans complets a deux facteurs

Nous allons d’abord décrire le cas simple du plan 22. Commen-
cons par expliquer cette notation :

— le 2 en exposant signifie qu’il y a deux facteurs étudiés ;

— l'autre 2 signifie que chaque facteur prend deux niveaux.

Cette notation se généralise immédiatement: pour un plan
comportant I'étude de k facteurs prenant chacun deux niveaux, on
écrira qu'il s'agit d’un plan 2k,

Nous avons vu que I'on pouvait donner une représentation géo-
métrique du domaine d’étude. Chaque point de ce domaine repré-
sente des conditions opératoires possibles donc une expérience que
I"'opérateur pourrait réaliser. Le choix des meilleures expériences est
le probleme fondamental de I'expérimentique. En I'absence de
toute information sur la fonction f, on se donne, a priori, une loi
d’évolution de la réponse en fonction des variables. Comme on ne
désire effectuer, dans un premier temps, que deux essais par fac-
teur, soit deux niveaux par facteur, on adopte une loi du premier
degré par rapport a chaque variable. Cette loi est la suivante pour
les plans factoriels complets comportant deux facteurs :

y=ag+ay X1+ a Xo+ ajp X1 Xp (3)

Avec ces hypothéses, on démontre que le meilleur emplacement
des points expérimentaux se situe aux sommets du carré représen-
tant le domaine d’étude : points A, B, C et D. La figure 3 illustre les
expériences a réaliser et le domaine d'étude. Mais cette représenta-
tion géométrique, commode pour comprendre le mécanisme des
plans d’expériences, ne peut plus étre employée des que le nombre
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de facteurs est supérieur a trois. Pour les espaces multidimension-
nels, nous adopterons une représentation matricielle. Pour montrer
la correspondance entre les deux représentations, géométrique et
matricielle, nous allons expliquer la construction de la matrice
d’expériences du plan 22 associée a la figure 3.

%2
Facteur 2 Cc D
+14
V3 : Ya
0-4-------- 4,Yr ,,,,,,, i,yd,,,}{t‘
y. : y.
ad 1 : 2
Al ! ' B
T T T
-1 0 +1 X.
1
Facteur 1

Figure 3 - Meilleur emplacement des points expérimentaux

Tableau 1 - Matrice d’expériences

Essais a réaliser

N° essai Facteur 1 Facteur 2
1(A) -1 -1
2 (B) +1 -1
3(C) -1 +1
4 (D) +1 +1
Domaine d’étude
Niveau — 60 °C 1 bar
Niveau + 80 °C 2 bar

La matrice d'expériences est constituée de deux sous-tableaux : le
premier définit les essais a réaliser et le second le domaine d’étude
(tableau 1). Le premier sous-tableau comprend trois colonnes; la
premiére identifie les essais : ici, 1, 2, 3 et 4 ; la seconde et la troi-
sieme indiquent les coordonnées (en v.c.r.) des points représentatifs
des expériences prévues.

Exemple : I'essai n® 1 est celui pour lequel les deux facteurs étu-
diés sont aux niveaux bas: —1 et — 1. Cet essai n® 1 correspond au
point A de la figure 3.

['essai n° 2 est celui pour lequel le premier facteur est fixé au niveau
haut : + 1 et le second facteur est fixé au niveau bas : —1. Cet essai
n® 2 correspond au point B.

Le deuxieme sous-tableau indique, en unités courantes, les
valeurs des niveaux haut et bas de chacun des facteurs. A titre
d’exemple, nous avons indiqué des températures et des pressions.

Les deux représentations, géométrique et matricielle, sont équi-
valentes. Il faut savoir passer de I'une a I'autre pour bien interpréter
les résultats des plans d’expériences.
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2.2 Effet d'un facteur

L'expérimentateur ayant réalisé les essais est en possession de
quatre valeurs de la réponse : y;, ¥, y3 et y4. Il a donc un systéeme de
quatre équations a quatre inconnues. Les inconnues étant les coeffi-
cients du modele : ag, aq, a, et a;,. En remplacant dans la relation (3)
les x; par leur valeur, on obtient :

y1=4ap—-ar—ax+anp
Ya=ag+ay—ax;—anp
ya3=ag—ar+tax—anp
Ya=ap+ary+ax+anp

La résolution de ce systéme donne :

30=2‘1(+Y1+Y2+Y3+Y4) (4)
a1=}l(—)’1+)’2—)’3+)’4) (5)
32=411(—Y1-y2+y3+)’4) (6)
312=2‘1 (+y1-v2-y3+vya) )]

Signification de ap

Si nous donnons a x; et a x, la valeur zéro, nous définissons le
centre du domaine d’étude. La relation (3) devient alors :

Yo =4ao

Le coefficient ag est la valeur de la réponse au centre du domaine
d’étude. La formule (4) montre également que ay peut étre consi-
déré comme la moyenne des quatre réponses. Nous utiliserons
indifféremment ces deux acceptions.

Signification de a;
Donnons la valeur zéro a x,, la relation (3) devient :

y=ap+ ay xq

Puis, donnons maintenant successivement a x; les valeurs — 1 et
+ 1, on obtient les deux réponses y_et y, :

y-=+ap-a
Yy=+38y+ aq
d’ou :
_ 1
a = 5(+y,-v)
y_ est la valeur de la réponse pour le point de coordonnées
xq1=-1 et x, =0, c’est-a-dire celle qui correspond au point milieu
du segment AC. Aucune expérience n'a été réalisée en ce point

mais, si I'on utilise les relations (4) et (5), on vérifie que y_ est la
moyenne des réponses au niveau bas du facteur 1, en effet :

y-=+ay-a

1 1
vo=7 (+y1 + Vo +y3+yy) -2 (=y1+Y2=V3+Va)

1
=5 (+y1+v3) (8)
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On montrerait de méme que y, est la moyenne des réponses au
niveau haut du facteur 1:

1
Vi =5 (+y2+vy) (9)

aq est donc la demi-différence entre ces deux moyennes. On peut
dire aussi que aq représente la moitié de la variation de la réponse
quand on passe du niveau bas au niveau haut du facteur 1 (figure 4).
Ce résultat est important car il donne la signification de ce coeffi-
cient. C’'est la variation de la réponse, variation due au facteur 1 seul,
quand on passe du centre du domaine d’étude au niveau haut de ce
facteur. aq s’appelle I'effet du facteur 1.

Figure 4 - Représentation géométrique tridimensionnelle d’un plan
22 et de la surface de réponse correspondante

On démontrerait de méme que a, est I'effet du facteur 2

Il est commode de représenter I'effet d’un facteur comme I'indi-
que la figure 5 ou I'on fait appel au plan de coupe y Ox; passant par
X5 = 0 pour le facteur 1.

} Effet du facteur 1

1
-
o
+
iy

X1

Figure 5 - Représentation de I'effet d’un facteur dans le plan vertical
(figure 4) passant par x5 _ o

2.3 Interaction entre deux facteurs

L'effet d'un facteur a été défini au niveau zéro de |'autre facteur.
Mais on peut aussi définir I'effet d’'un facteur pour un autre niveau
de l'autre facteur. En particulier, on peut introduire I'effet d'un fac-
teur soit au niveau — 1, soit au niveau + 1 de 'autre facteur. L'effet du
facteur 1 au niveau — 1 du facteur 2 est la demi-différence entre y;, et
y,. Et I'effet du facteur 1 au niveau + 1 du facteur 2 est la demi-diffé-
rence entre y, et y3. Si ces deux effets sont égaux, on dit qu’il n'y a
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pas d’interaction entre les facteurs. Si ces deux effets sont diffé-
rents, on dit qu’il y a interaction entre les deux facteurs.

Il 'y a donc interaction lorsque l'effet d'un facteur dépend du
niveau de l'autre facteur.

Par définition, la valeur de I'interaction, notée E;,, est la demi-
différence entre |'effet du facteur 1, e,, au niveau haut du facteur 2
et I'effet du facteur 1, e_, au niveau bas du facteur 2.

Ona:

E, = % (e, —e.) (10)

171 1
Eiz =5 [5(+va=3) =5 (+r2-11)]
En développant :
1
Ep =7 Gvi=va=va+va) (11

Si I'on compare la valeur de E;, a celle de a;y, relation (7), on
constate qu’elle lui est égale. Si I'on faisait le méme calcul pour le
facteur 2, en prenant les niveaux haut et bas du facteur 1, on trouve-
rait que l'interaction est la méme et qu’elle est égale, elle aussi, a
aqy. Ce coefficient a;, est donc la mesure de l'interaction entre les
deux facteurs.

2.4 Calcul de I'effet d'un facteur

Reprenons la formule (5) qui donne I'effet du facteur 1:
1
a; = 2 (=y1+Y2a—VY3+Vas)

On constate :

— que toutes les réponses participent au calcul de I'effet ;

— que chaque réponse est précédée d’'un signe et que la suite de
ces signes est la méme que celle de la colonne du facteur 1 dans la
matrice d’expériences, soit— + — +;

— qu’il y a un coefficient, ici 1/4, dont le dénominateur est égal au
nombre d'expériences effectuées.

Le lecteur vérifiera qu’il en est de méme pour le facteur 2, la suite
des signes étant cette fois — — + +, c’est-a-dire celle de la colonne du
facteur 2 dans la matrice d'expériences.

Le calcul pratique d'un effet est le suivant: on multiplie chaque
réponse par le signe correspondant de la colonne du facteur ; on
additionne les produits et I'on divise la somme par le nombre
d’expériences.

2.5 Matrice de calcul des effets

Nous venons de voir que les signes de la matrice d’expériences
permettent de calculer les effets. Mais il faudrait pouvoir calculer
aussi la moyenne et l'interaction.

Calcul de la moyenne

Le processus de calcul adopté pour les effets peut s’appliquer en
utilisant une colonne de signes + puisqu’il n'y a que ce signe dans la
formule (4).

Calcul de lI'interaction

La suite des signes de la relation (7) est + ——+. Chacun de ces
signes provient du produit x; x, figurant dans la relation (3). On peut
retrouver cette suite de signes de la maniéere suivante : on écrit, en
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colonne, les signes correspondant & x; et & x,, puis on applique la
régle des signes :

X1 X X1 X2
- - +
+ - —
- + —
+ + +

Cette colonne de signes permet de calculer l'interaction par le
méme mécanisme que celui déja décrit pour les effets ou la
moyenne.

Ayant la matrice d’expériences, il est facile de construire la
matrice de calcul des effets (tableau 2) en ajoutant une colonne de
signes + pour la moyenne et en calculant celle de I'interaction par la
régle des signes.

Tableau 2 — Matrice de calcul des effets

N° essai Moyenne Facteur 1 Facteur 2 Interaction
12
1 +1 -1 -1 +1
2 +1 +1 -1 -1
3 +1 -1 +1 -1
4 +1 +1 +1 +1

2.6 Notation de Box

La colonne des signes du facteur 1 sera notée par un chiffre gras,
soit 1, celle des signes du facteur 2 par le chiffre gras 2. La multipli-
cation de ces deux colonnes selon le processus expliqué au paragra-
phe précédent nous donne la suite des signes de l'interaction entre
les facteurs 1 et 2. On peut donc écrire que la colonne des signes de
cette interaction est 12, résultat de la mutiplication de 1 par 2. On
introduit ainsi une algébre des colonnes de signes, algébre dont
nous venons de définir la multiplication. Si nous multiplions une
colonne de signes par elle-méme, nous obtenons une colonne qui
ne contient que des signes +. Cette colonne sera notée I, d'ou :

1-1=1
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On aurait de méme : 2.2=1

Exemple 1 : Un expérimentateur désire étudier le rendement
d'une réaction chimique. Aprés analyse de son probleme, il estime qu'il
faut retenir deux facteurs : la température et la pression. Il définit éga-
lement les niveaux haut et bas de chaque facteur (température : 60 °C
et 80 °C, pression : 1 et 2 bar). Puis il décide de réaliser les essais
selon la démarche des plans d'expériences. Il choisit les quatre essais
qui correspondent aux sommets du domaine d'étude (figure 6).

La matrice d'expériences est analogue a celle que nous avons déja
donnée au paragraphe 2.1. A chaque expérience, |'expérimentateur
enregistre les résultats et il trouve commode d'ajouter a la matrice de
calcul des effets une colonne supplémentaire, la colonne « réponses »
et une ligne supplémentaire, la ligne des effets. Ainsi, en un seul
tableau (tableau 3), se trouvent résumées toutes les caractéristiques
de I'expérimentation.

L'expérimentateur peut maintenant aborder la phase d'interprétation.
Il calcule la moyenne, les effets et I'interaction comme nous I'avons
indiqué et note ses résultats en bas de chaque colonne. Ces résultats
montrent que les deux facteurs étudiés sont influents et que, pour aug-
menter le rendement, il faut élever la température et la pression.
L'absence d'interaction pouvait étre prévue en regardant la figure 6 :
I'effet de la température pour une pression de 1 bar (niveau —) est le
méme, cing grammes de rendement, que pour une pression de 2 bar
(niveau +). La modélisation pratique s’obtient en remplagant les valeurs
littérales de la formule (3) par les effets calculés :

y=75+5x1+ 10 xp (12)

Tableau 3 — Matrice de calcul
des effets de I'exemple 1

é Facteur 1 Interaction 12
d':lﬂ:g;f,i Moyenne | (tempé- (Fargt;li';:) (température, Réponses
rature) P pression)
1 +1 -1 -1 +1 y1 = 60
2 +1 +1 -1 -1 Yo =70
3 +1 -1 +1 -1 y3 =80
4 +1 +1 +1 +1 ya =90
Effets et
inter- 75 5 10 0
action
niveau - 60 °C 1 bar
niveau + 80 °C 2 bar

Exemple 2 : Supposons qu'un autre expérimentateur soit chargé
de la méme étude, mais qu'il ait I'idée d'ajouter un catalyseur. Suppo-
sons également qu'il choisisse le méme domaine d'étude et qu'il réa-
lise, lui aussi, un plan 2¢. L'ensemble de I'expérimentation est résumé
dans le tableau 4. On remarque que les résultats des essais sont diffé-
rents de I'exemple précédent, fort probablement & cause du cataly-
seur. Pour calculer la moyenne, les effets et l'interaction, on emploie
les mémes formules et le méme processus que précédemment.

Il'y a ici une légere interaction entre les facteurs pression et tempé-
rature. La modélisation pratique est :

y=76,25+6,25x1 + 11,25 x5 + 1,25 X1 Xo (13)

X, (pression)

T

@1bar- —————————— B

60°C 80°C
X, (température)

Figure 6 - Représentation géométrique du plan 22 correspondant a
I’étude d'une réaction chimique

Tableau 4 — Matrice de calcul
des effets de I'exemple 2

Numero_ Moyenne i?g:::é-1 Factet_lrz :?;(::g:;ﬂr? Réponses
de I'essai (pression) ; ’
rature) pression)
1 +1 -1 -1 +1 y1 =60
2 +1 +1 -1 -1 y2=170
3 +1 -1 +1 -1 y3 =80
4 +1 +1 +1 +1 Vs =95
Effets et
inter- 76,25 6,25 11,25 1,25
action
niveau - 60 °C 1 bar
niveau + 80 °C 2 bar

2.7 Plans factoriels 2k

Il s'agit de plans pour lesquels on étudie k facteurs prenant cha-
cun deux niveaux. Le modele mathématique adopté a priori est un
polyndme prenant en compte la moyenne, les effets de chaque fac-
teur et toutes les interactions entre les facteurs pris deux a deux,
trois a trois, quatre a quatre,..., ka k.

y = ag+ Za,xﬁ zai/ XX+ Zaij, XXX+ *ay XXX (14)

Un plan 2¥ comporte 2¥ points expérimentaux qui se situent aux
2k sommets d'un hypercube a k dimensions. Le modéle mathémati-
que contient 2k coefficients qui sont les inconnues. L'ensemble des
résultats d’un plan 2k conduit donc a un systéeme de 2k équations a
2k inconnues, si I'on ne tient pas compte des erreurs expérimenta-
les. Ce systéme peut se mettre sous forme matricielle :

y=Xa (15)

vecteur ayant pour composantes les réponses de
chaque essai, et représenté par une matrice
colonne (2K 1),

avec y
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a vecteur ayant pour composantes la moyenne, les
effets des facteurs et toutes les interactions, et
représenté par une matrice colonne (2% 1) ; ces
composantes sont les inconnues que I|on
cherche a déterminer,

X matrice carrée (2", 2") composée de -1 et +1
suivant les valeurs des niveaux Xx;.

Si nous reprenons le systéeme du plan 22 du paragraphe 2.2, la
relation (15) prend la forme suivante :

il |1 =1 =1 +1| &g
Yol _ |+1 +1 =1 1|8
Y3 R PR R ay
Ya +1 +1 +1 +1]|%12

La matrice X comporte une colonne de + 1, I selon la notation de
Box, et trois colonnes ayant chacune autant de signes positifs que
de signes négatifs. Si I'on multiplie signe a signe deux quelconques
de ces quatre colonnes et que I’'on additionne les produits, on trouve
zéro. On dit que la matrice est orthogonale. Cette propriété est trés
importante car, dans ce cas, I'inverse de X est égale a la transposée
de X divisée par le nombre de lignes n. En effet, d’aprés Hadamard,
on a, pour ce type de matrice, la relation suivante :

X X=nl (16)

avec n égal a 2 ou multiple de 4 et I représentant la matrice unité.

L'opération compliquée de l'inversion d'une matrice se réduit
alors a la transposition de X, soit un simple échange de lignes et de
colonnes. Le calcul de I'inconnue a s’effectue a partir de la relation
(15), en tenant compte de la relation () :

X y="XXa

Xy=nla (17)
_1t

a—n Xy

Cette relation est valable pour tous les plans factoriels complets.
Chaque élément de a est donc de la forme :

aj= :-7[: VitVoxryzx..xy,l (18)

relation semblable a (4), (5), (6) et (7) qui nous permet de généraliser
le processus de calcul que nous avons décrit pour le plan 2¢ a tous
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les plans 2k Nous allons voir, sur un exemple, la construction et
I'utilisation de la matrice de calcul des effets d’un plan 23.

Exemple 3 : pour I'entretien du réseau routier, les pétroliers sont
amenés a préparer des émulsions de bitume. Ces émulsions doivent
rester stables depuis leur fabrication jusqu’a leur mise en place.
L'étude que nous présentons est la recherche des conditions de stabi-
lité d'une émulsion de bitume en fonction de sa composition. Le res-
ponsable a retenu trois facteurs : la teneur en émulsifiant (facteur 1), la
teneur en acide chlorhydrique (facteur 2) et la nature du bitume A ou B
(facteur 3). Il a fixé les niveaux haut et bas de chacun des facteurs.

Le plan réalisé est un 23, trois facteurs et deux niveaux par facteur.

Ce plan totalise 23 = 8 essais. La figure 7 donne I'image géométrique
du plan d'expériences.
Pour calculer les effets de chacun des facteurs, on construit la matrice
de calcul des effets (tableau B) selon les regles que nous avons don-
nées au paragraphe 2.5. Une premiére colonne de signes + pour cal-
culer la moyenne, les trois colonnes de signes de la matrice
d'expériences pour calculer les effets principaux des facteurs, trois
colonnes pour les interactions d’ordre deux qui sont obtenues par la
regle des signes. La huitieme colonne, pour I'interaction d'ordre trois,
est construite a partir des colonnes 1, 2 et 3. L'expérimentateur cal-
cule les effets et les interactions.

Il peut rassembler ces résultats dans un tableau (tableau 6) de pré-
sentation dans lequel il pourra ajouter, s'il la possede, la valeur de
I'erreur expérimentale (cf. § 4.1.2, exemple B). Ce tableau et les graphi-
ques illustrant les effets (figure 8) formeront la base de I'interprétation.

A titre d'illustration, nous indiquons une interprétation possible des
résultats obtenus. En effet, I'interprétation est de la responsabilité de
I'expérimentateur. Cette phase de I'analyse est la plus importante de
tout le processus des plans d’expériences. L'expérimentateur engage
sa responsabilité, il n'est donc pas question de I'abandonner a une
machine ou de vouloir effectuer ce travail automatiquement. C'est
I'intelligence et I'expérience du spécialiste qui doivent intervenir ici.
C'est a la qualité de l'interprétation que I'on juge I'expérimentateur.
L'interprétation pourrait étre la suivante : les interactions sont
inférieures a l'erreur expérimentale, elles peuvent donc étre con-
sidérées comme négligeables. Le facteur 1 a un effet de I'ordre de
grandeur de I'erreur, il est considéré comme sans influence. La nature
du bitume et la teneur en acide ne peuvent pas étre négligées car leur
influence sur la stabilité est forte. Cette analyse permet de faire les
recommandations suivantes, sachant que I'on cherche une faible
valeur de la réponse :

— il faut choisir des bitumes de structure analogue a celle du
bitume B ;

— il faut utiliser une forte teneur en acide chlorhydrique ;

— il est conseillé de prendre une faible teneur pour I'émulsifiant.
Cette derniere recommandation, qui tient compte de la non-influence
de la teneur en émulsifiant sur la stabilité, a pour but de réduire le colt
de fabrication.
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Tableau 5 — Matrice de calcul des effets de I'exemple 3

Numéro

de I'essai Moyenne Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3
1 + - - -
2 + + - -
3 + - + -
4 + + + -
5 + - - +
6 + + - +
7 + - + +
8 + + + +
Effets et 27,25 -1 -6 -4
interactions
niveau — faible faible A
niveau + forte forte B

Tableau 6 - Calcul des effets pour I'étude d’'une
émulsion de bitume

Moyenne 27,25 +0,7
1 -1 =07

2 -6 =+0,7

3 -4 +0,7

12 -0,25+0,7

13 -0,25+0,7

23 0,25+0,7
123 0 =x07

Figure 7 - Représentation géométrique d'un plan 23

2.8 Construction des plans factoriels
complets

Une maniére simple de construire les plans factoriels complets
est d’étendre celle que nous avons utilisée pour les plans 22 et 23,
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Interaction Interaction Interaction Interaction Réponses
12 13 23 123
+ + + - 38
- - + + 37
- + - + 26
+ - - - 24
+ - - + 30
- + - - 28
- - + - 19
+ + + + 16
-0,25 -0,25 0,25 0
Stabilité Stabilité
33,25 31.25 .
27,25 27,25 -
21.25 23,25 4----p-o-eome - °
; t : :
-1 +1 -1 +1
Faible Forte A B

(@) effet du facteur 2

(b) effet du facteur 3
(concentration en HCI)

(nature du bitume)

Figure 8 - Etude d'une émulsion de bitume

La colonne de signes du facteur 1 est :
-+ -+ —+ -+

c'est-a-dire une suite de signes — et + alternés en commengant par
un signe -.

La colonne de signes du facteur 2 est constituée de deux signes —
, suivis de deux signes +, etc. :

—— =+ + ..

Pour le facteur 3, la série de signes est constituée de quatre signes

—, suivis de quatre signes +, etc.

Les facteurs suivants, s'il y en a, ont 8, 16, 32 ... signes —, suivis de
8, 16, 32 ... signes +.

Pour chaque facteur, il y a autant de signes — que de signes +.

2.9 Notation des essais des plans
factoriels complets

Les signes — et + de chaque facteur étant disposés comme indiqué
au paragraphe précédent, les essais sont numérotés dans I'ordre
normal des nombres entiers. Cette maniére de désigner les essais
est appelée la numérotation classique.
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Il est possible de changer I'ordre des essais: randomisation,
dérive ou blocking (8 4.2). Nous conserverons son numéro a chaque
essai quelle que soit sa place dans la présentation. Par exemple,
I'essai n° 5 d'un plan 28 complet est toujours caractérisé par la suite
de niveaux suivante pour les facteurs 1,2 et 3:

-—+

Il existe d’autres manieres de construire les plans factoriels et de
repérer les essais.

Les plans factoriels complets 2 deviennent difficiles a utiliser dés
que k dépasse la valeur de 3 ou 4. En effet, le nombre d’expériences
a réaliser est égal a 2k ce qui conduit rapidement a un nombre
important d’essais. C'est pour diminuer ce nombre d’essais, sans
toucher au nombre de facteurs étudiés, que les plans factoriels frac-
tionnaires ont été mis au point.

Les plans factoriels fractionnaires a deux niveaux sont trés utiles
car ils permettent de diminuer considérablement le nombre des
essais. Mais, pour que les résultats de tels plans soient correcte-
ment interprétés, il faut connaitre la théorie des aliases, théorie que
nous allons décrire en nous appuyant sur un plan 23,

3.1 Contrastes et relation d’équivalence

Au lieu d’effectuer les huit essais d'un plan 23 complet, un expéri-
mentateur ne réalise que quatre expériences. Il choisit quatre expé-
riences de telle maniére que les points représentatifs des essais se
projettent aux quatre sommets de chaque face du cube définissant
le domaine d’étude (figure 9). Dans un espace a trois dimensions,
les quatre points figurent un plan fractionnaire. Si I'un des trois fac-
teurs étudiés est sans influence, on trouvera la méme valeur de la
réponse pour les niveaux haut et bas de ce facteur et I'on sera
ramené a I'étude de deux facteurs. Dans ce cas et avec la disposition
proposée, on retrouve toujours un plan complet 22 quel que soit le
facteur non influent. Si cette représentation géométrique est
commode pour comprendre le processus de fractionnement des
plans complets, elle devient inutilisable dés qu’il y a quatre facteurs.
C’est pourquoi nous allons reprendre la présentation matricielle,
valable quel que soit le nombre de dimensions de |'espace expéri-
mental. La traduction matricielle de la disposition géométrique par-
ticuliere des points d’expériences est I'orthogonalité de la matrice
choisie.

Reprenons I'exemple de I'émulsion de bitume et écrivons la
matrice d’'expériences pour quatre essais: 2, 3, 5 et 8. Ces essais
sont disposés comme I'indique la figure 9 et leurs coordonnées con-
duisent a une matrice orthogonale.

La matrice d’expériences du plan fractionnaire est donnée par le
tableau 7 ou les essais ont été volontairement mis dans un certain
ordre.

PLANS D'EXPERIENCES

Figure 9 - Projection des points d’expériences d’un plan
fractionnaire sur les faces du cube

Tableau 7 — Matrice d’expériences du plan
fractionnaire de I'exemple 3

N° essai Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3 Réponses
5 -1 -1 +1 30
2 +1 -1 -1 37
3 -1 +1 -1 26
8 +1 +1 +1 16
Contrastes -0,75 -6,25 - 4,25
Niveau - faible faible A
Niveau + forte forte B

Pour calculer les effets, on applique la méme méthode que pour
les plans complets : on multiplie les réponses par les signes corres-
pondants des colonnes, on additionne ces produits et on divise leur
somme par le nombre d’essais. Dans le cas examiné, nous consta-
tons que les résultats du plan fractionnaire sont tout a fait sembla-
bles a ceux du plan complet. Mais, attention, nous n’avons pas
calculé les véritables effets de ces facteurs puisque nous n’avons
utilisé que la moitié des points expérimentaux. Nous avons calculé
ce que I'on appelle un contraste. Le contraste ¢, associé au facteur
1Testégala:

1
=7 ys+y2-ys+ye (19)

Si nous avions exécuté le plan complet, nous aurions pu calculer
I'effet du facteur 1, Eq, et I'interaction 23, Exg:

1
E, = —8‘(—5/1 YYo= V3t Va—VYstVe— V7t V)

E.. = 1
23 = —8‘(+V1+V2_V3_V4_V5_V6+V7+V8)
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Si I'on additionne ces deux valeurs, on trouve :
1
Eqj+Ep =—4‘(—V5+V2—V3+V8) (20)

Le contraste que nous avons calculé est égal a I'effet du facteur 1
augmenté de l'interaction 23. On dit que E; et Eo3 sont aliasés. Dans
le cas de I'émulsion de bitume, l'interaction 23 est tres faible et
donc:

6=k

Pour l'interprétation des plans fractionnaires, il est capital de
savoir ce que renferme chaque contraste calculé. La notation de Box
va nous aider a traiter ce probléme. Reprenons la matrice de calcul
des effets du plan complet 23 et changeons I'ordre des essais
(tableau 8) pour faire apparaitre les deux groupes de quatre points
de la figure 9.

Tableau 8 — Matrice de calcul des effets
de I'exemple 3

N° I Facteur Facteur Facteur Interactions Plan
essai 1 2 3 121323 123
5 + - - + + - -+
2+ + - - - -+ % demi-
plan
3+ - + - - + - +  supérieur
8 + + + + + 4+ + o+
1 + - - - + + + -
6 + + - + -+ - - demi-
plan
7+ - + + - -+ - inférieur
4 + + + - + - - -

On écrit la matrice de calcul des effets du plan complet et on la
divise en deux demi-plans fractionnaires : le demi-plan supérieur et
le demi-plan inférieur.

Dans un premier temps, intéressons-nous au demi-plan supé-
rieur. |l contient huit colonnes de quatre signes qui sont égales deux
a deux. En notation de Box, on peut écrire, par exemple, que la
colonne des quatre signes du facteur 1 est égale a celle de I'interac-
tion 23, soit :

1=23 (21)

Sil'on rapproche les relations (20) et (21), on peut énoncer la régle
suivante : dans le demi-plan supérieur, un contraste est la somme
des effets et des interactions qui ont la méme suite de signes. On
écrira que :

1 =23 est équivalent a €, = E; + Ep3 (22)

Cette relation d'équivalence est valable dans les deux sens et elle
constitue la base de la théorie des aliases. On montrerait que I'on a
aussi :

2 =13 est équivalent a {, = E5 + Ej3
3=12est équivalenta €5 = Eg+ Eq,
On peut retrouver ces relations avec la notation de Box : toujours

dans le demi-plan supérieur, les deux colonnes de signes + permet-
tent d’écrire :

I=123 (23)
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En multipliant par 1 les deux membres de I'équation (23) et en
tenant compte des régles de multiplication données au paragraphe
2.5, on retrouve les colonnes identiques :

1.1=1123
1=23

En multipliant successivement par 2 et par 3 les deux membres de
I"équation (23), on obtient les deux relations :

2=13
3=12

La relation (23), I =123, qui permet de retrouver les égalités de
colonnes et les aliases par la relation d’équivalence, s'appelle le
générateur d’aliases.

En considérant le demi-plan inférieur, le lecteur vérifiera que les
colonnes se correspondent deux a deux, mais avec des signes
opposés. On a comme générateur d’aliases :

I=-123 (24)
d’ou les correspondances de colonnes :
1=-23 2=-13 3=-12

et les contrastes calculés avec ce demi-plan indiquent comment les
effets et les interactions sont aliasés :

€ =E1-Ep
t'y=Ey-E3
t'3=E3-Eqpp

D’une maniere analogue a la formule (22), on a la relation d’équi-
valence suivante pour le demi-plan inférieur :

1=-23 est équivalent a €’ = Eq - E3 (25)

3.2 Construction pratique d’un plan
fractionnaire

Lorsqu’on examine les quatre premiéres colonnes du demi-plan
supérieur, on constate que I'on retrouve les colonnes de signes d'un
plan complet 22.0na simplement étudié le facteur supplémentaire
en utilisant la colonne des signes de l'interaction 12. La construction
pratique des plans fractionnaires est basée sur cette remarque.

On choisit un plan complet et I'on écrit sa matrice de calcul des
effets. On appelle cette matrice le plan de base.

Dans ce plan de base, on choisit une colonne de signes corres-
pondant a une interaction pour étudier le facteur supplémentaire.
Pour chaque essai, on attribue a ce facteur les niveaux indiqués par
les signes de I'interaction choisie.

En notation de Box, on écrira que le facteur 3 est étudié sur les
signes de l'interaction 12 :

3=12
et I'on sait que le contraste ainsi calculé est la somme de I'effet du
facteur 3 augmenté de l'interaction entre les facteurs 1 et 2.

Si I'on prend la matrice de calcul des effets d’un plan 23 comme
plan de base, on a quatre interactions disponibles : 12, 13, 23 et 123.
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N° 1 2 3 12 13 23 123 I
1 - - - + + + - +
2 + - - - - + + +
3 - + - + - + +
4 + + - + - - - +
5 - - + + - - + +
6 + - + - + - - +
7 - + + - - + - +
8 + + + + + + + +

Les trois premiéres colonnes permettent d'étudier trois facteurs.
Un quatriéme facteur peut étre étudié sur la colonne de signes de
I'interaction 12. On écrira :

4=12
d’ou le générateur d'aliases :
I1=124

Ce générateur d’aliases permet de calculer la maniere dont les
effets sont aliasés avec les interactions. En multipliant ce générateur
successivement par 1, 2, 3 et 4, on obtient :

1=24 est équivalenta €1 =E; + Eyy
2=14 est équivalenta €, =Ey + Eqy
3=1234 estéquivalenta €3=E3+ Eqjp34
4=12 est equivalenta €4 = E4 + Eq)

On aurait pu aliaser le facteur 4 sur une autre interaction, on
aurait eu d’autres valeurs des contrastes.

Il est tout a fait possible d’étudier deux facteurs supplémentaires.
On choisit deux colonnes de signes. Par exemple, on peut choisir la
colonne 12 pour le quatrieme facteur et la colonne 13 pour le cin-
quieme facteur. On a:

4=12
5=13
d’ou les deux générateurs d'aliases indépendants :
I=124
=135

Si I'on multiplie ces deux générateurs d’aliases indépendants
membre a membre, on obtient un troisieme générateur :

I-1=124-135
I1=2345

Deux facteurs supplémentaires introduisent donc un groupe de
générateurs d'aliases ou GGA comportant quatre termes :

I=124 =135 = 2345

On utilise ce GGA pour savoir comment les facteurs et les interac-
tions sont aliasés dans les contrastes que |I'on calcule avec ce plan
fractionnaire. Par exemple, le contraste €, sera déterminé en multi-
pliant tous les termes du GGA par la colonne 1 qui a servi a le calcu-
ler.

1-1=1.124 = 1.135 =1-2345
En simplifiant :
1=24=35=12345
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La relation d’équivalence donne les quatre termes du contraste :
€= Eq+ Eyq+ Egs + Eqp345

On peut généraliser cette méthode et utiliser toutes les colonnes
d’'un plan de base. Par exemple, sur le plan de base bati sur la
matrice de calcul des effets d’un 23, on peut étudier sept facteurs
(voir exemple 4) et, s'il s’agit de la matrice de calcul des effets d'un
plan 2%, on peut étudier quinze facteurs.

Exemple 4 : étude du réglage d'un spectrofluorimetre.

Un technicien se propose d'améliorer le réglage de la sensibilité d'un
spectrofluorimetre. Une discussion approfondie avec des spécialistes
lui a montré qu'il fallait envisager I'examen de sept facteurs pouvant
étre influents sur la sensibilité.

Facteur 1 : largeur de la fente d’excitation.

Facteur 2 : largeur de la fente d'émission.

Facteur 3 : température de I'échantillon.

Facteur 4 : vitesse de balayage.

Facteur 5 : gain de I'appareil.

Facteur 6 : tension du photomultiplicateur.

Facteur 7 : amortissement de la plume d'enregistrement.

Il désire passer le moins de temps possible a la mise au point de ce
réglage, il décide donc d’employer un plan d'expériences fractionnaire
construit a partir d'un plan de base 2°. Les quatre interactions y sont
utilisées pour étudier les facteurs supplémentaires. Les facteurs sup-
plémentaires sont aliasés ainsi :

4=123
5=12
6=23
7=13

Calcul des contrastes
Les quatre générateurs d'aliases indépendants sont :

I1=1234 =125 = 236 = 137

Les générateurs dépendants se calculent a partir des générateurs
indépendants en les multipliant 2 & 2, 3 a 3 et 4 a 4. Le nombre de
générateurs dépendants obtenus pour la multiplication 2 a 2 est donné
par le nombre de combinaisons de 4 objets 2 a 2, soit Cj .

Multiplication 2 42 (C2 = 6) :
1234-125 = 345
1234.236 = 146
1234-137 = 247
125.236 = 1356
125.137 = 2357
236.137 = 1267
Multiplication 34 3 (C3 = 4) :
1234.125.236 = 2456
1234.125.137 = 1457
125.236-137 = 567
1234.236.137 = 3467
Multiplication 4 44 (Cj = 1) :
1234.125.236-137 = 1234567
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Le plan complet 27 contient 128 effets et interactions, le plan
27-% = 23 ne permettra de calculer que huit contrastes. Il y aura
donc seize termes dans chaque contraste, termes que I'on va re-
trouver grace au groupe des générateurs d'aliases (seize termes) :

I=1234 =125 = 236 = 137 = 345 = 146 = 247 = 1356
= 2357 = 1267 = 2456 = 1457 = 567 = 3467 = 1234567

Le calcul complet est présenté ici pour le facteur 1. On multiplie cha-
que terme du GGA par 1 et I'on additionne les seize termes trouvés
pour avoir le contraste €4 :

€1=1+234+25+ 1236 + 37 + 1345 + 46 + 1247 + 356 + 12357
+ 267 + 12456 + 457 + 1567 + 13467 + 234567

Si I'on néglige les interactions d'ordre supérieur a deux, on peut
écrire :

€1=1+25+37+46 + ...

Le calcul est le méme pour les autres contrastes :
€,=2+15+36+47 + ...
€3=3+17+26+45 + ...
€4=4+16+27 +35+...
€5=5+12+34+67 +...
€g=6+14+23+57 + ...
€;=7+13+24+56 + ...

Aprés avoir calculé les contrastes, le technicien établit le plan
d'expériences, réalise les essais et rassemble les résultats dans une
matrice de calcul des effets qui, dans ce cas, est identique a la matrice
d'expériences puisque toutes les interactions ont été utilisées
(tableaux 9 et 10).

Deux facteurs seulement semblent influents sur la sensibilité
(figure 10) :

— la fente d'émission (2) ;

— la tension du photomultiplicateur (6).

Dans le domaine d'étude et pour |'appareil considéré, on peut faire
les recommandations suivantes :

— comme on pouvait s'y attendre, il faut élargir la fente d'émission
pour augmenter la sensibilité de I'appareil ;

— par contre, et cela est beaucoup plus inattendu, dans les
conditions de |'expérimentation, il faut diminuer la tension du photo-
multiplicateur pour augmenter la sensibilité de |'appareil ;

— les cing autres facteurs sont sans influence et peuvent étre
réglés a des valeurs intermédiaires situées entre le niveau haut et le
niveau bas de chacun des facteurs considérés.
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Tableau 9 - Matrice d’expériences/matrice de calcul des effets pour le réglage d'un spectrofluorimeétre

N° de Fente

I'expérience

(1

‘| —

2 +

3 -

4 +

5 —

6 +

7 —

8 +
Niveau - 2,5 nm
Niveau + 7,5 nm

Sensibilité -0,06

d’excitation  d’émission

Température Vitesse
Fente de de
I’échantillon balayage
(2) (3) (4)
4=123
- - +
+ - +
+ _ _
- + +
_ 4 _
+ + -
+ + +
2,5 nm 20 °C 20 nm/min
7,5 nm 40 °C 100 nm/min
0,78 -0,02 -0,14

Tableau 10 — Valeur des effets
pour le réglage de la sensibilité d'un spectrofluorimetre

Moyenne
1

N OO g A~ WwN

Sensibilité

(@) fente d'émission

3,25
- 0,06
0,78
-0,02
-0,14
0,02
-1,43
-0,06

Sensibilité

4,68

3,25

1,82 !
4 .

(b) tension du photomultiplicateur

Figure 10 - Effets des facteurs fente d’émission et tension du
photomultiplicateur sur la sensibilité du spectrofluorimétre

Tension du

. n Amor-
Gain photomulti- . .
. tissement Réponses
(5) plicateur Moyenne o .
(7) (sensibilité)
5=12 (6) 7-13
6=23 -
+ + + + 1,22
- + - + 0,90
- - + + 5,33
+ - - + 5,64
+ - - + 3,89
- - + + 3,88
- + - + 2,82
+ + + + 2,33
1 310V 2
10 460 V 4
0,02 -1,43 -0,06 3,25

3.3 Notation des plans factoriels
fractionnaires

Pour trois facteurs prenant deux niveaux, le plan complet est noté
2311 comporte huit essais. Le plan fractionnaire, moitié du plan
complet, n’a que quatre essais soit 1/2 23 ou 237! essais. Chaque
chiffre de cette notation a une signification :

— le 3 signifie qu’il y a trois facteurs étudiés ;

— le 2 signifie que chaque facteur prend deux niveaux ;

— le 1 signifie qu’il y a un facteur supplémentaire par rapport au
plan complet sur lequel est construit le plan de base.

Le plan de base 23 peut avoir un facteur supplémentaire, on le
notera 2471 : quatre facteurs étudiés, deux niveaux par facteur et un
facteur supplémentaire.

Le plan de base 23 peut avoir deux facteurs supplémentaires, on
le notera 2°72: cinq facteurs étudiés, deux niveaux par facteur et
deux facteurs supplémentaires.

Un plan fractionnaire a deux niveaux avec lequel on étudie k fac-
teurs dont p supplémentaires se note 2k-p,

Les plans fractionnaires permettent d’étudier un grand nombre de
facteurs avec un nombre trés restreint d’essais. Certains techniciens
pourront s’inquiéter de ne pas avoir tous les résultats. La démarche
que nous avons préconisée est « l'acquisition progressive des
connaissances ». Cela signifie qu’aprés une premiére série d’essais
obtenue avec un plan fractionnaire I'expérimentateur sait analyser
ses résultats et détecter les ambiguités (aliases entre les effets et les
interactions). Il est alors en mesure de choisir les nouveaux essais
pour lever ces ambiguités. Deux outils sont a la disposition de
I'expérimentateur pour analyser les premiers résultats : la théorie
des aliases que nous venons de présenter et les hypothéses d’inter-
prétation que nous allons indiquer.

3.4 Hypothéses d’interprétation

Tous les plans fractionnaires posent le méme probléeme d’inter-
prétation des résultats. Les hypothéses de travail le plus souvent
retenues sont les suivantes :

— les interactions du troisiéme ordre ou d’ordre plus élevé sont
considérées comme négligeables ;
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— si un contraste est nul, cela peut signifier :
a) que les effets et les interactions aliasés sont tous nuls,
b) que les effets et les interactions aliasés se compensent.

L'hypothese a) est la plus probable et c’est elle qui est générale-
ment retenue ;

— si deux effets sont faibles, on supposera que leur interaction
I'est aussi ;

— si deux effets sont forts, on se méfiera de leur interaction qui
peut également étre forte.

Pour interpréter les résultats d’'un plan fractionnaire, il est essen-
tiel de savoir comment sont aliasés les effets et les interactions. Les
hypothéses présentées ici sont valables dans la plupart des cas mais
il est toujours possible, et méme parfois recommandé, d’en adopter
d’autres en fonction du probleme et des risques encourus.

4.1 Définition et estimation des erreurs
expérimentales

4.1.1 Erreurs aléatoires et erreurs systématiques

Si I'on effectue plusieurs fois la méme mesure, on ne trouve pas
toujours le méme résultat. Il y a une dispersion des mesures. On
caractérise le plus souvent la série de mesures par deux chiffres : la
moyenne et I'écart-type qui est un indice de la dispersion des mesu-
res autour de la moyenne. Les erreurs ainsi constatées sont appe-
lées les erreurs aléatoires.

A coté de I'erreur aléatoire, il se peut qu'il y ait des variations
d’ensemble des mesures. Tous les résultats peuvent étre plus forts
ou plus faibles d'une valeur donnée. Il y a un décalage constant de
toutes les mesures. Cette erreur n’est plus aléatoire, elle est systé-
matique.

L'erreur totale est la somme de ces deux types d’erreur :

Erreur _ Erreur Erreur
totale - aléatoire systématique

Si nous reprenons la formule (1), nous voyons que la réponse
dépend de nombreux facteurs. Lorsque I'on réalise une mesure, on
fixe certains facteurs a des niveaux bien précis. On dit que ces fac-
teurs sont contrdlés. Mais I'expérimentateur ne peut pas contrbler
tous les facteurs. Il reste toujours des facteurs non contrdlés. Ce
sont eux qui sont a I'origine des erreurs :

— les variations aléatoires des facteurs non contrélés entrainent
des erreurs aléatoires ;

— les variations systématiques des facteurs non contrélés entrai-
nent des erreurs systématiques.

L'erreur expérimentale est égale a I'erreur totale, mais comme il
est difficile de détecter les erreurs systématiques, il arrive bien sou-
vent que I'on ne retienne que l'erreur aléatoire comme valeur de
I'erreur expérimentale.

4.1.2 Calcul des erreurs sur les effets

Il s’agit ici uniquement des erreurs aléatoires. Le probléme est de
savoir comment les erreurs qui affectent chaque réponse d’un plan
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se répercutent sur la précision de I'effet calculé. Reprenons la for-
mule (18) en notant I'effet (ou l'interaction) par E au lieu de a; .

1
E=7[: YitYox..xypl

Les théories statistiques nous enseignent que la variance sur E,
V (E), est égale a la somme des variances sur les réponses y;, V (y;),
divisée par n?, soit :

V(E) = #[vm) FViyg) + ot Vi)l (26)

Si I'on suppose que la variance est la méme pour toutes les
réponses, la formule précédente se simplifie :

VIE) = & [nV(y)] (27)
n

V(E) =%V(y) (28)

en prenant les racines carrées des deux membres de (29), on obtient
I"écart-type :

o(E) = %ﬂ o ly) (29)

Exemple 5 : Dans I'exemple de I'émulsion de bitume, chaque
effet (ou interaction) est calculé avec huit réponses. Selon la formule
(28), ona:

1 .
o (effet) = — o (réponse)
/8

L'écart-type sur la réponse est connu de I'expérimentateur et vaut
deux points de réponse :

o (réponse) = + 2

+2
o (effet) = == =+ 0,7
J/8

4.1.3 Comparaison erreur-effet

Nous allons maintenant aborder un probléme qui mérite une
attention particuliére : quand peut-on dire d'un effet qu’il est signifi-
catif ou non ? Sur quels critéres peut-on baser son raisonnement ?
La méthode consiste a comparer I'erreur o (E) commise a l'effet E
lui-méme. Trois cas sont possibles.

L'effet est bien plus grand que I'erreur :

E>> o0 (E)
Dans ce cas, la conclusion est aisée, |'effet est influent.
L'effet est plus petit que I'erreur :

E << o (E)

Dans ce cas, la conclusion est, dans la plupart des situations, que
|'effet est sans influence.

L'effet et I’erreur sont du méme ordre de grandeur :
E= o (E)

Dans ce cas, la conclusion n’est pas toujours facile : I'effet peut
étre sans influence ou légérement influent. Il est nécessaire de faire
appel a son bon sens, a ses connaissances du phénomene et aux
tests statistiques pour donner un avis pertinent. Si I’effet ne joue pas
un grand réle dans I'étude et si une mauvaise décision a peu ou pas
de conséquences, on pourra ne pas aller plus loin. Mais s’il y a de
gros enjeux financiers ou des problemes de sécurité importants liés
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a cette conclusion, des études statistiques devront étre effectuées et
des essais complémentaires devront étre envisagés en vue d’éva-
luer les risques.

4.1.4 Estimation de l'erreur expérimentale

Pour estimer l'erreur expérimentale, il faut effectuer plusieurs
mesures en un méme point tout en contrélant les mémes facteurs
que ceux du plan. La meilleure solution est de choisir le point central
du domaine d'étude a chaque fois que cela est possible. Dans ce
cas, si I'on effectue n mesures, I'écart-type est donné par la
formule :

(30)

avec y = L z y; moyenne de toutes les mesures effectuées en un
n i=1
méme point expérimental.
Il existe d’autres moyens d’estimer I'erreur expérimentale, leur
description dépasse le cadre de cet article et nous renvoyons le lec-
teur intéressé aux ouvrages de statistiques.

On notera que nous avons calculé I'erreur expérimentale en ne
prenant en compte que I'erreur aléatoire.

4.2 Lutte contre les erreurs
systématiques

4.2.1 Origine des erreurs

Les plans d’expériences permettent de s’affranchir de certaines
erreurs systématiques et de traiter les autres comme des erreurs
aléatoires. L'art de I'expérimentateur est d’organiser au mieux
I'ensemble de ses essais pour profiter de ces avantages.

Une réponse y dépend d’une multitude de facteurs x;:
y = (X1, Xop ceey Xjy wenr Xppon)

Tous ces facteurs ne jouent pas le méme réle, et nous allons les
classer en cinqg catégories :

— les facteurs que l'on étudie et auxquels I'on attribue deux
niveaux : ils sont parfaitement contrélés et leurs niveaux sont défi-
nis avec précision ; ces facteurs sont supposés ne pas introduire
d'erreur ;

— les facteurs non contrélés qui restent a un niveau fixe pendant
toute I'expérimentation: ces facteurs introduisent un décalage
constant dans la mesure de y; ils sont a I'origine d’erreurs systéma-
tiques mais n’introduisent pas d’erreur aléatoire.

Si lI'expérimentation est réalisée en deux campagnes, ces facteurs
non contrélés peuvent avoir des niveaux différents au cours des
deux campagnes. Pour éviter que le décalage se répercute dans les
résultats, il faut prendre une précaution : le blocking ;

— les facteurs non controlés et dont le niveau évolue réguliéere-
ment au cours de I'expérimentation : ces facteurs sont a |'origine
d’une dérive de la réponse. Pour lutter contre ces erreurs systémati-
ques, on utilise des plans antidérives ;

— les facteurs non contrélés dont les niveaux se fixent a une
valeur quelconque mais constante au cours d’un essai et différente
d'un essai a l'autre: ils introduisent des erreurs systématiques
contre lesquelles il est difficile de se prémunir. On les assimile a des
erreurs aléatoires grace a la randomisation ;
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— les facteurs non controlés et dont les niveaux se modifient
d’'une maniére quelconque au cours de I’'expérimentation : ils sont a
I'origine des erreurs aléatoires.

4.2.2 Blocking

On suppose qu’un facteur non controlé introduit un écart constant
entre deux séries de mesures. Par exemple, deux laboratoires se
partagent les essais pour étudier I'influence de certains facteurs sur
le résultat d'une méthode d’analyse. Comment s’affranchir des
erreurs introduites par les appareils et les opérateurs des deux
laboratoires ?

Les deux laboratoires opérent dans le méme domaine d’étude.
Les résultats du premier sont entachés d’une erreur systématique &,
et ceux du second d’une erreur systématique &, c’est-a-dire que les
réponses s’écrivent :

V1,i= Vit &
Y2,i=VYi+ &
avec Yi réponse sans erreur du /® essai,
Y1,i réponse du i® essai obtenue par le laboratoire 1,
Ya,i réponse dui® essai du second laboratoire.

S’il n'y a pas d'erreur systématique, I'effet d’un facteur est donné
par la formule :
E=

1
TEVIEY .2y,

Mais si I'on tient compte des erreurs systématiques entre les labo-
ratoires, il faut remplacer les y; par les y; ;etles y, ;. Sil'on s’y prend
mal, les erreurs ne se compensent pas et la valeur de I'effet sera
fausse. Si I'on s’y prend bien, on peut éliminer cette erreur.

Prenons le cas d’un plan 23, I'effet du facteur 1 est :
1
Ev=glyvitya-ys+va-vs+ VeV + Vs

et choisissons I'emplacement des points expérimentaux de telle
maniére que les erreurs g, et e, apparaissent autant de fois avec le
signe — qu’avec le signe +. On peut prendre (figure 11) :

— laboratoire 1:essais 1,4,6et7;
— laboratoire 2 : essais 2, 3, 5 et 8.

s | o

1 2
Les points noirs forment un premier bloc et les points bleus
en forment un second

Figure 11 - Choix de I'emplacement des points expérimentaux pour
le blocking
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Calculons l'effet E'; avec les résultats des deux laboratoires :

By =z lvi-g1+ya+&-y3-&+ya+&-Vs—E+ Yo+ &1 -Y7

o|—=

— &+ yg+ &l

Simplifions :
, 1
Ey =g lyvitya-va+va-ys+Ve—vr+vel=E

Malgré les erreurs systématiques &, et &, on obtient une valeur
correcte pour I'effet du facteur 1.

La disposition des points expérimentaux est favorable au calcul
de I'effet du premier facteur mais qu’en est-il des autres effets et des
interactions ? Le lecteur vérifiera que les effets des facteurs 2 et 3 et
les interactions 12, 13 et 23 sont également obtenus sans que les
erreurs systématiques faussent les résultats.

Qu’en est-il de I'interaction 123 ?

, 1
Eg=glyi-&1+yata+tyz+&-ya-E+ys+&-Ve— &

Y76+t VYgt &)

. 1 1
Eiog =g atys+ys+yg+ 46l o [yi+ya+ye+ys+4c]

, 1
Eipg=Eraz+ 5 lea- &1l

Ej 93 est donc égal a l'interaction Ej,3 augmentée de la demi-dif-
férence (& — &). Que signifie cette demi-différence ? &, et & mesu-
rent les variations de la réponse dues aux deux laboratoires. Cette
demi-différence mesure donc I'effet « laboratoire ». Tout se passe
comme si I’'on avait introduit un facteur supplémentaire, le facteur
« laboratoire » (figure 12). Ce quatriéeme facteur a été étudié avec
les niveaux + et les niveaux — de I'interaction 123 : les niveaux + pour
les essais 2, 3, 5 et 8 et les niveaux — pour les essais 1, 4, 6 et 7.

Figure 12 - Introduction d’un facteur supplémentaire : erreur
systématique liée a la différence entre les laboratoires

Si I'interaction 123 est nulle, E;,; mesure |'effet des laboratoires.

Nous pouvons utiliser les notions introduites lors de I'étude des
plans fractionnaires. Il y avait trois facteurs 1, 2 et 3 et un quatriéme
a été introduit, nous I'appellerons 4. Le blocking a eu pour consé-
quence d’aliaser ce facteur 4 avec l'interaction 123.

En notation de Box, le blocking s’exprime par :
4=123

c'est-a-dire qu'il introduit le générateur d’aliases :
I1=1234
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On a réalisé un plan 2% dans lequel le facteur 4 est aliasé a
I'interaction 123.

La technique du blocking est utilisée chaque fois que I'on redoute
des variations systématiques entre groupes d’essais.

Nota

1) la réalisation du blocking est trés simple : dans un plan de base, on choisit une inte-
raction d’ordre élevé, car elle a bien des chances d’étre quasi nulle, et I'on utilise ses signes
+ pour former un premier bloc d’essais et ses signes — pour former le second bloc. Le plan
de base est ainsi divisé en deux demi-plans ;

2) il est possible de bloquer sur plusieurs interactions.

4.2.3 Variations systématiques : cas de la dérive

Examinons maintenant le cas de la dérive. Il y a dérive lorsque la
réponse de chaque expérience est augmentée (ou diminuée) d'une
quantité croissante par rapport a la réponse sans dérive. Pour fixer
les idées, nous présenterons la dérive linéaire.

La réponse du premier essai est y; quand il n'y a pas de dérive.
Quand il y a dérive, elle est y'; telle que:

y'1 =y1+ h
ou h est appelé I'incrément de la dérive.
Pour le second essai, la réponse sans dérive est y,, la réponse
avec dérive est y}, , telle que :
Y2 =Y2+2h

et ainsi de suite.

Peut-on obtenir des effets et des interactions qui soient les
mémes que s'il n'y avait pas de dérive ? La matrice de calcul des
effets d’un plan 2% va nous permettre de calculer I'incidence de la
dérive sur chacun des effets et sur chacune des interactions. Le
tableau 11 illustre ce calcul.

Tableau 11 - Influence de la dérive
sur les effets d’un plan 23

Augmen-

N° essai 1 2 3 12 13 23 123 1 tati(l)an de

réponse
1) B - -+ o+ 4 - + 1h
2(2) + - - - — + i + 2h
3(3) - + - - + - + i 3h
4(4) + - — _ _ + 4h
50 - -+ - -+ 4 5h
6 (6) + - + - + - - + 6 h
7(7) - + - -+ -+ 7h
8 (8) + + + + + + + i 8h

Influence
dérive 05h 1h 2h 0 0 0 0 45h

Lorsque I'on réalise un blocking ou un plan antidérive ou que I'on
randomise, I'ordre d’exécution des expériences n’est plus l'ordre
habituel de numérotation des essais. Il faut distinguer le nom de
I'essai et I'ordre dans lequel les expériences ont été réalisées. On a
pris comme convention d’indiquer I'essai par son numéro et de figu-
rer I'ordre d'exécution par un chiffre entre parenthéses situé a coté
du numéro de I'essai.
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L'examen du tableau 11 permet de conclure que les trois effets
principaux et la moyenne sont faux mais que les quatre interactions
ne sont pas influencées par la dérive. Ne peut-on pas s’arranger
pour que ce soit l'inverse ?

Il suffit de remarquer que c’est I'ordre des signes + et — dans cha-
que colonne qui annule l'influence de la dérive. On change I'ordre
des essais pour que les colonnes de signes qui annulent I'erreur de
dérive soient celles des effets principaux. L'exemple d’'un tel ordre
est donné dans le tableau 12. |l y a beaucoup d'autres ordres qui
donnent le méme résultat. Pour le plan 23, il y a 144 fagons d’ordon-
ner les essais pour que les effets principaux ne soient pas faussés
par la dérive [7].

Tableau 12 - Effets principaux non influencés
par une dérive linéaire

Augmen-
Noessai 1 2 3 12 13 2z 2 1 gton
réponse
7 (1) -+ o+ - - + _ . 1h
6(2) + -+ - + - - + 2h
20 4+ - - - - + + +  3n
3(4) -+ - - + - 4 . 4h
4 (5) + o+ =+ - - - + 5h
6 - - -+ o+ - 6h
5(7) - -+ o+ - - + + 7 h
8 (8) + o+ o+ o+ + + + 8 h
Influence o o0 0 +2h+05h 0 +1h+45h

Si I'on a pris la précaution d’ordonner les essais suivant I'un de
ces ordres, il est possible de détecter une dérive en examinant les
interactions qui, dans cette éventualité, sont dans les proportions 1,
2 et 4, a condition, toutefois, que ces interactions soient faibles
devant I'erreur de dérive.

4.2.4 Randomisation

L'expérimentateur sait que de petites variations dues a des fac-
teurs non contrélés peuvent légerement modifier les réponses qu'il
va mesurer, mais il ne les connait pas. Ces petites variations vont
introduire des erreurs a chaque mesure ; si les variations sont pure-
ment aléatoires, I'ordre des essais peut étre quelconque mais, si
elles ne le sont pas, elles introduiront des erreurs systématiques
non contrblées. Les tests statistiques ne sont alors plus valables car
ils prennent pour hypothese de base la distribution au hasard des
erreurs. Il est quand méme possible d'utiliser ces tests si I'on peut
répartir au hasard les erreurs systématiques inconnues : il faut exé-
cuter les expériences dans un ordre choisi au hasard. On dit que I'on
randomise les essais.

La technique de randomisation est trés simple, on inscrit les
numéros d’essais sur des morceaux de papier différents que I'on
mélange bien, puis on les tire au sort, le premier numéro tiré étant
la premiére expérience a réaliser et ainsi de suite.

Il est recommandé d’utiliser la randomisation chaque fois que I'on
craint des erreurs systématiques que I'on ne peut pas déceler ou
mesurer. C'est, par exemple, souvent le cas en agriculture ou la fer-
tilité du sol varie de place en place, mais ou il n’est pas possible de
controler les facteurs agissant sur celle-ci. Ces facteurs non contro-
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lés entrainent des erreurs qui dépendent des variations de leurs
niveaux.

4.2.5 Ordre des essais

L'ordre des essais doit étre choisi en deux temps. On commence
par lutter contre les erreurs systématiques : blocking ou plans anti-
dérives. Puis, dans un deuxieme temps, on répartit au hasard les
erreurs systématiques contre lesquelles on ne peut pas lutter : on
randomise.

Cette démarche a I'avantage de minimiser I’erreur aléatoire en éli-
minant les erreurs systématiques que |I'on peut maitriser.

5.1 Objectifs des autres plans a deux
niveaux

Les plans factoriels complets et les plans factoriels fractionnaires
sont basés sur des modéles mathématiques du premier degré. lls
couvrent la plupart des besoins des expérimentateurs lors d'une
étude de dégrossissage. Ce sont eux qui seront employés dans la
majorité des cas.

D’autres plans a deux niveaux et basés également sur un modele
mathématique du premier degré ont été mis au point pour répondre
a des situations particulieres. Il s'agit, soit de rechercher et d’accep-
ter un modéle mathématique simple, soit de sélectionner rapide-
ment les quelques facteurs influents parmi un grand nombre de
facteurs.

Nous examinons ici d’abord les plans de Rechtschaffner qui
répondent au premier objectif. Puis nous présentons les plans de
Plackett et Burman ainsi que les plans supersaturés qui répondent
au deuxiéme objectif.

5.2 Plans de Rechtschaffner

Les plans de Rechtschaffner sont des plans factoriels fractionnai-
res simplifiés qui permettent de déterminer les effets des facteurs et
les interactions d’ordre deux. Toutes les autres interactions sont
supposées nulles avant méme I'expérimentation. Le modéle mathé-
matique adopté au départ de I'étude est donc :

y = ag+t Za,»x,+ Za,/x,xj

Il suffit de choisir un plan fractionnaire de résolution Il pour obte-
nir un plan de Rechtschaffner. Mais I'idée de ne déterminer que les
effets principaux et les interactions a été étendue par Rechtschaffner
aux plans du second degré et aux facteurs prenant trois niveaux.
Ces plans spéciaux sont indiqués dans des tables auxquelles il faut
se référer pour les utiliser [8].

5.3 Plans de Plackett et Burman

Les plans de Plackett et Burman [9] sont des plans factoriels frac-
tionnaires encore plus simplifiés, qui ne permettent de déterminer
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que les effets principaux des facteurs. lls ne permettent pas d'éva-
luer les interactions. Toutes les interactions sont donc supposées
nulles avant méme |'expérimentation. Le modele mathématique
adopté au départ de I'étude est :

y = ag+ ZQ/.X/Y

Les plans de Plackett et Burman sont construits sur des matrices
orthogonales d’'Hadamard. Ces matrices n’existent que lorsque le
nombre d’essais est multiple de 4. lls coincident donc avec les plans
fractionnaires pour un nombre d’essais égal a 4, 8, 16, 32, etc. Mais
ils peuvent traiter des situations ou le nombre d’'essais est 12, 20, 24,
28, etc. Nous indiquons la matrice a douze essais (tableau 13) qui
permet de connaitre les effets principaux de onze facteurs. S'il
existe une interaction que I'expérimentateur ne soupgconne pas, elle
sera aliasée a un ou plusieurs des facteurs étudiés. L'interprétation
de ces plans est donc tres délicate.

Tableau 13 - Plan de Plackett et Burman pour étudier
11 facteurs 12 en essais

N° essai 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
1 + o+ 4+ o+ + o+ o+ o+ 4+ o+ o+
2 - 4+ - + + - - - + -
3 - - + - 4+ + + - - - +
4 + - - 4+ - + + + - - -
5 -+ - - + - + o+ = -
6 - - + - - + - 4+ + + -
7 - - - 4+ - - + = 4+ + +
8 - - - + - - + - +
9 + o+ - = =+ = =+ = 4+

10 + + + - - - + - - + -
11 - + 4+ + - - - 4+ - - %
12 + - + + + - - - 4+ - =

5.4 Plans sursaturés

Un plan saturé est un plan qui comporte autant d’essais que de
coefficients a déterminer dans le modéle mathématique. Les plans
fractionnaires, les plans de Rechtschaffner, les plans de Plackett et
Burman sont souvent des plans saturés. Un plan sursaturé est un
plan qui comporte moins d’essais que de coefficients a déterminer
dans le modéle mathématique [10]. Ces plans sont utiles lorsqu’il y
a beaucoup de facteurs a examiner et lorsqu’on est sGr que peu
d’entre eux sont influents sur la réponse.

Exemple : il est possible d'étudier 66 facteurs en 12 essais ou 272
facteurs en 24 essais.

Nous avons considéré jusqu’ici des facteurs continus ou discrets
mais ne prenant que deux niveaux. Dans ce paragraphe, nous allons
étudier les facteurs continus prenant plus de deux niveaux. Le
modele mathématique adopté dans les paragraphes précédents
était du premier degré par rapport a chacune des variables. Si ce

PE 230 -20

modele du premier degré est valide, il est rarement nécessaire de
poursuivre I'expérimentation. Par contre, s’il n’est pas valide, il faut
passer a un modele de degré plus élevé. Nous nous limitons ici au
modele du second degré qui se révele suffisant dans la plupart des
cas.

6.1 Validation du modéle du premier
degré

Le modele du premier degré permet de calculer la valeur de la
réponse au centre du domaine d’étude. Il est facile de comparer
cette valeur calculée a la mesure réelle effectuée en ce point. Si ces
deux valeurs different peu, on peut considérer le modéle du premier
degré comme valide ; si elles different trop, il faut adopter un
modele du second degré. On réalise alors des expériences supplé-
mentaires pour déterminer tous les coefficients de ce nouveau
modeéle.

Au lieu d’effectuer une seule mesure au centre du domaine, on
peut en faire plusieurs. Cela permet d’obtenir une estimation de
I'erreur expérimentale (8 4.1.2).

On remarquera que des mesures au point central introduisent un
niveau supplémentaire d'étude des facteurs. Il y a maintenant trois
niveaux par facteur: -1, 0 et + 1.

6.2 Modeéle du second degré

Le modéle mathématique est analogue a la relation (14) a laquelle
on ajoute un terme carré :
y = aptZaxtZapxyx
2 (31)
FapXXpXt ot X Xt 28X

Dans le cas d'un plan a deux facteurs, la formule est la suivante :
_ 2 2
y= 8gta1X; tayXy +a;X1 Xy H a1 Xy Hanx; (32)

il y a six inconnues a déterminer.

Le plan d’expériences fournit un certain nombre de valeurs de la
réponse y. Linterprétation du plan consiste donc a trouver les coef-
ficients et, par suite, a résoudre un systéme de n équations (s’il y a
n réponses) et p inconnues (s’il y a p coefficients). Il est commode
d’écrire ce systéme sous forme matricielle en tenant compte des
erreurs expérimentales :

y = X a+¢ (33)
(n,1) (np) (p7)

La résolution de ce systeme est généralement conduite selon la
méthode des moindres carrés (cf. [22]). et |la solution est notée &.
Cette solution est donnée par la formule suivante [11] :

a=(Ixx)" Xy (34)

Le calcul de I'inconnue a est beaucoup moins facile que pour les
plans 2k, L'emploi d’un logiciel se révéle absolument nécessaire (cf.
89).

Il existe plusieurs types de plans du second degré. Nous allons
décrire les principaux et indiquer leurs avantages et leurs inconveé-
nients.
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6.3 Plans composites

Un plan composite est constitué de trois parties :

1) un plan factoriel a deux niveaux par facteur analogue a ceux
que nous avons précédemment décrits ;

2) au moins un point expérimental situé au centre du domaine
expérimental ;

3) les points axiaux. Ces points expérimentaux sont situés sur les
axes de chacun des facteurs.

La figure 13 représente un plan composite pour deux facteurs.
Les points A, B, C et D sont les points d’un plan 22, Le point E est le
point central. Ce point peut avoir été répliqué une ou plusieurs fois.
Les points F, G, H et | sont les points axiaux. Ces quatre derniers
points forment ce que I'on appelle le plan en étoile. Dans cet
exemple, I'expérimentateur réalise 9 essais et doit déterminer
6 coefficients. Il faut donc résoudre un systéme de 9 équations a
6 inconnues. Le calcul est effectué a I'aide d’un logiciel approprié
(cf. 8 9).

%2
1401
D
1
F E G
-4 [ T 1a x
-1
A B
-1,40H

Figure 13 - Représentation d'un plan composite pour
I’établi t d'un dele du second degré

L'intérét des plans composites réside dans le fait qu’ils prennent
facilement la suite d'un premier plan factoriel dont les résultats sont
inexplicables par un modele du premier degré. Il suffit d’effectuer
les expériences correspondant aux points en étoile et de faire les
calculs sur I'ensemble de toutes les expériences. Les plans compo-
sites sont parfaitement adaptés a l'acquisition progressive des
résultats. Le nombre de niveaux d'un plan composite est de cinq par
facteur : le point central, les deux niveaux du plan factoriel et les
deux niveaux des points en étoile.

Les points en étoile sont sur les axes des facteurs. Mais quelles
coordonnées faut-il leur donner ? Mettons-nous dans le cas idéal ou
tous les emplacements sont possibles et ou les contraintes expéri-
mentales ne génent pas. La disposition des points expérimentaux
dépend alors du critére d’optimalité que I'on choisit. En général, on
s'arrange pour que les erreurs sur les coefficients du modéle soient
les plus petites possible ou qu’elles soient les mieux réparties pos-
sible. Les solutions de ce probléme sont multiples et nous n’indi-
quons ici que les principales.

6.4 Criteres d'optimalité

Les statisticiens ont établi la formule qui donne I'erreur sur les
coefficients du modele lorsque I'on connait I'erreur sur les réponses
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mesurées expérimentalement. Cette formule, sous sa forme la plus
simple, est la suivante :

V(a) = a5 (‘XX)" (35)

c’est-a-dire que les variances des coefficients sont égales a la
variance des réponses multipliée par une matrice dépendant de la
position des points expérimentaux et du modéele mathématique
choisi par I’'expérimentateur. Les variances des coefficients sont les
termes diagonaux de la matrice V(4). On obtient ces variances par
identification avec les termes diagonaux de la matrice ({XXX)™". Les
principaux critéres d’optimalité sont les suivants.

Critere de O-optimalité

La matrice X est une matrice orthogonale d’Hadamard. Il en
résulte que la matrice ((XX)™! est une matrice diagonale. Seuls les
termes diagonaux de cette matrice sont différents de zéro et I'on
démontre que ces termes diagonaux ne peuvent pas étre plus petits.
La variance des coefficients est donc, a coup sdr, la plus faible pos-
sible.

Lorsque I'on ne peut pas utiliser une matrice orthogonale, il faut
choisir I'un des critéres suivants.

Critere de D-optimalité

Ce critére garantit une variance des coefficients du modele telle
que l'erreur de prévision de la réponse soit minimale. On obtient ce
résultat en maximisant le déterminant de la matrice !XX. Le critére
correspondant s’appelle le critere de D-optimalité.

Critere de A-optimalité

La somme des variances des coefficients peut étre minimisée.
Dans ce cas, on parle de critere de A-optimalité. Un plan est A-opti-
mal si la position des points expérimentaux minimise la trace de la
matrice (1XX)~".

Critere de G-optimalité

Parmi les variances des coefficients, il y en a une qui est plus
grande que toutes les autres. On peut vouloir que cette forte
variance soit la plus faible possible. Le critére correspondant
s'appelle le critere de G-optimalité.

Critere de rotabilité

On désire que les réponses calculées avec le modele issu du plan
d’expériences aient une erreur identique pour des points situés a la
méme distance du centre du domaine expérimental. Dans ce cas, on
parle de plans rotatables [12]. La distance a des points expérimen-
taux au centre du domaine est donnée, pour un plan sans réplica-
tion, par la formule :

1
a=(ny)*

formule dans laquelle n; est le nombre des sommets du domaine
d'étude défini par le cube ou I’hypercube des points expérimentaux.

6.5 Plans de Doehlert

La caractéristique principale des plans de Doehlert [13] est d"avoir
une répartition uniforme des points expérimentaux dans |'espace
expérimental. La figure 14 donne la disposition de ces points pour
un plan a deux facteurs. Tous les points sont a la méme distance du
centre du domaine expérimental et sont situés sur le cercle trigono-
meétrique. lls forment un hexagone régulier. La matrice d’'expé-
riences se construit en prenant les coordonnées de chaque point
expérimental (tableau 14)
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Tableau 14 - Plan de Doehlert pour établir
un modele du second degré avec deux facteurs

N° essai Facteur 1 Facteur 2
1 0 0
2 -1 0
3 +1 0
4 -1/2 -J3/2
5 +1/2 -J3/2
6 -1/2 +4/3/2
7 +1/2 +4/3/2
X2
5 4 10
6 7 3 9
X
:
1 2 8

Les cercles noirs (de 1 a 7) illustrent un premier plan de Doehlert.
Les trois cercles bleus illustrent les expériences supplémentaires
qui permettent d'explorer I'espace expérimental avec un deuxieme
plan de Doehlert (points 2, 8,9, 10, 4, 7, et 3).

Figure 14 - Plan de Doehlert

Si I'expérimentateur désire explorer le domaine expérimental, il
peut facilement ajouter des points d’expériences supplémentaires
et retrouver une disposition identique a celle de départ. La figure 14
montre qu’avec trois points d’expériences on peut obtenir un nou-
veau plan de Doehlert.

Ce type de plan est utilisable pour un nombre quelconque de
facteurs. Nous indiquons la matrice correspondant & un plan de
Doehlert pour trois facteurs (tableau 15). On constate que le facteur
3 est au niveau zéro pour les sept premiers essais, c’est-a-dire que
I'étude du troisieme facteur ne nécessite que I'exécution de six
essais si I'on a déja réalisé I'étude des deux premiers facteurs. Cette
facilité est trés utile si I’'on désire obtenir rapidement des renseigne-
ments sur les deux premiers facteurs. Il n'est pas nécessaire de réa-
liser I'ensemble du plan (13 essais) pour connaitre I'influence de ces
deux facteurs. Cette propriété est toujours vraie quel que soit le
nombre de facteurs. Elle facilite I'acquisition progressive des résul-
tats.
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Tableau 15 - Plan de Doehlert pour établir
un modele du second degré avec trois facteurs

N° essai Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3
1 0 0 0
2 -1 0 0
3 +1 0 0
4 -1/2 -J3/2 0
5 +1/2 372 0
6 -1/2 +4/3/2 0
7 +1/2 +./3/2 0
8 -1/2 -1/2.3 -J2/3
9 0 +1/3 -2/3
10 +1/2 -1/2.3 -2/3
1 -1/2 +1/2.3 273
12 0 -1/.J3 273
13 +1/2 +1/2./3 273

6.6 Plans de Box-Behnken

Les plans de Box-Behnken [14] répondent a un critére d’optimisa-
tion particulier : I'erreur de prévision des réponses est la méme pour
tous les points d'une sphére (ou d’une hypersphere) centrée a I'ori-
gine du domaine expérimental. C'est le critére de rotabilité. Le plus
connu des plans de Box-Behnken est celui qui permet d’étudier trois
facteurs. Les points expérimentaux sont au milieu des arétes de cha-
cun des c6tés du cube (figure 15). Ce plan comporte douze essais
auxquels on peut ajouter un (ou plusieurs) point(s) central(aux). La
matrice du tableau 16 indique ces douze essais accompagnés d’'un
seul point central.
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Figure 15 - Plan de Box-Behnken pour trois facteurs
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Tableau 16 - Plan de Box-Behnken pour établir
un modele du second degré avec trois facteurs

N° essai Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3
1 0 -1 -1
2 +1 0 -1
3 0 +1 -1
4 -1 0 -1
5 -1 -1 0
6 +1 -1 0
7 -1 +1 0
8 +1 +1 0
9 0 -1 +1
10 +1 0 +1
11 0 +1 +1
12 -1 0 +1
13 0 0 0

6.7 Plans hybrides

Les plans hybrides ont été mis au point par Roquemore [15]. Leur
objectif est d’essayer d'approcher les deux criteres d’optimalité,
orthogonalité et rotabilité, sans en atteindre aucun. L'orthogonalité
garantit la meilleure précision possible sur les coefficients du
modele et la rotabilité conduit a des erreurs de prévisions identi-
ques a une méme distance du centre du domaine. Si I'expérimenta-
teur recherche ces deux propriétés, il doit penser a utiliser un plan
hybride.

Les plans hybrides se désignent de la maniére suivante : on indi-
que le nombre de facteurs, puis le nombre de points expérimentaux
dont un seul point central, enfin une lettre pour distinguer deux
plans ayant le méme nombre de facteurs et le méme nombre de
points expérimentaux. Par exemple, le plan 311B est I'un des deux
plans hybrides (le 311A existe) qui permet d’étudier trois facteurs en
onze essais. Nous en donnons la matrice dans le tableau 17.

Tableau 17 - Plan hybride 311B

N° essai Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3
1 0 0 +./6
2 0 0 -6
3 -0,7507 2,1063 +1
4 2,1063 0,7507 +1
5 0,7507 -2,1063 +1
6 -2,1063 -0,7507 +1
7 0,7507 2,1063 -1
8 2,1063 -0,7507 -1
9 -0,7507 -2,1063 -1
10 -2,1063 0,7507 -1
1 0 0 0
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Les autres plans hybrides sont, par exemple, les plans 310, 416A,
416B, 416C ou 628A.

6.8 Plans quadratiques gigognes

Les plans quadratiques gigognes ont été imaginés par Mozzo [16]
pour allier les avantages séquentiels des plans de Doehlert sans en
avoir les inconvénients. En effet, les niveaux des plans de Doehlert
sont nombreux et souvent difficiles a atteindre en milieu industriel
ou la souplesse de réglage n’est pas toujours facile a obtenir. Les
plans quadratiques gigognes n’ont que trois niveaux quel que soit le
nombre de facteurs. On peut commencer par étudier trois facteurs
en douze essais. Puis, si I'on désire étudier un quatrieme facteur, il
suffit de réaliser douze essais supplémentaires. Les 24 essais sont
pris en compte dans le calcul du modeéle a 4 facteurs. On peut arréter
I’étude a ce moment ou I'on peut vouloir continuer et étudier un cin-
quiéme facteur. Dans ce dernier cas, il faut faire 16 essais de plus
pour établir le modele a 5 facteurs. Le tableau 18 donne les deux
premiers plans gigognes pour 3 et 4 facteurs.

Tableau 18 - Plan gigogne pour trois facteurs,
puis quatre facteurs

N° essai Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3 Facteur 4
1 -1 -1 0 0
2 +1 -1 0 0
3 -1 +1 0 0
4 +1 +1 0 0
5 0 -1 -1 0
6 -1 0 -1 0
7 +1 0 -1 0
8 0 +1 -1 0
9 0 -1 +1 0
10 -1 0 +1 0
11 +1 0 +1 0
12 0 +1 +1 0
13 0 0 -1 -1
14 0 -1 0 -1
15 -1 0 0 -1
16 +1 0 0 -1
17 0 +1 0 -1
18 0 0 +1 -1
19 0 0 -1 +1
20 0 -1 0 +1
21 -1 0 0 +1
22 +1 0 0 +1
23 0 +1 0 +1
24 0 0 +1 +1

6.9 Plans non conventionnels

Tous les plans précédemment décrits cherchent a répondre a I'un
des critéres d’optimalité du paragraphe 6.4. Mais les contraintes
expérimentales ne permettent pas toujours d’étre dans ces condi-
tions idéales. Par exemple, les réglages de I'appareil ne permettent
pas d’atteindre les niveaux préconisés par la théorie ou des combi-
naisons de niveaux peuvent se révéler dangereuses: réaction
explosive pour les chimistes, concentration toxique pour les méde-
cins, etc. Faut-il alors se priver de la puissance des plans
d’expériences ? Eh bien, non, Goupy a montré [17] que des plans
qui ne s’éloignent pas trop des plans optimaux sont encore de bons
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plans et que les erreurs sur les coefficients du modele et sur les
réponses prédites sont, dans la plupart des cas, tout a fait accepta-
bles et peu différentes de la plus basse valeur. Ces plans peuvent
avoir autant de points expérimentaux que I'on veut et les facteurs
peuvent prendre n‘importe quelle valeur. La figure 16 illustre un
plan non conventionnel.

Xy
e [ ]
[ ]
[ J ° o
X
° [ ]
[ ]

Figure 16 - Exemple de plan non conventionnel

L'interprétation de ces plans se fait en déterminant les coefficients
du modéle mathématique a I'aide de la formule :

a=(xxy "Xy

Mais, dans ce cas particulier, il est essentiel de calculer les erreurs
de chaque coefficient et de s’assurer que les corrélations entre coef-
ficients ne sont pas trop grandes. La formule donnant les variances
et les covariances est la suivante :

V(a) = o, XXy

Si les erreurs sur les coefficients sont faibles et si les corrélations
entre coefficients le sont aussi, on pourra utiliser le modéle prédictif.
Les réponses prédites sont données par :

v

Ces plans peuvent étre utilisés lorsque les contraintes expérimen-
tales ne permettent pas d’employer un plan optimal. Dans ce cas,
I'expérimentateur essayera toujours de se rapprocher le plus prés
possible d'un plan optimal.

Ces plans peuvent également servir a interpréter des résultats qui
n’avaient pas été obtenus avec un plan préalablement établi. Dans
ce cas, la matrice Xrisque d’'étre mal conditionnée et le déterminant
de 'XX d'étre petit, d'ou de fortes erreurs sur les coefficients du
modele. Il est alors prudent de n’utiliser les résultats de I'interpréta-
tion que comme une premiere approche donnant une orientation
pour les futurs essais. On peut se servir de ces premiers essais
comme base de départ d'un nouveau plan mieux organisé. Il faudra
y ajouter de nouveaux essais tels qu’ils permettent d’obtenir une
matrice bien conditionnée. On parle alors de réparation d’'un mau-
vais plan d’expérience.

Abordons maintenant le cas des facteurs discrets prenant plus de
deux niveaux. Pour leur étude, il faut adopter une technique bien
connue des statisticiens : I'analyse de la variance ou ANOVA (cf.
[23]). Il n’est donc pas question de décrire en détail cet outil, que I'on
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trouvera dans les bons ouvrages de statistiques, mais simplement
de montrer les liens avec les plans d’expériences.

7.1 Définition de I'effet d’'un facteur

Prenons I'exemple d’un facteur « personne ». S'il y a trois niveaux
de personne, cela signifie qu’il y a trois individus : Jacques, Louis et
Pierre. S'ils mettent au point la méme méthode d’'analyse et si tou-
tes les conditions sont les mémes pour une détermination faite par
chacun d’eux, ils obtiendront trois résultats légérement différents :
yy pour Jacques, y; pour Louis et yp pour Pierre. Si I'on note la
valeur moyenne des trois réponses par y, on peut modéliser le
résultat de Jacques par:

Yi=Yo+ay (36)

ou ay est la variation de la réponse par rapport a la moyenne, varia-
tion due a Jacques. C’est donc, par analogie avec les plans d'expé-
riences, |'effet de Jacques

On définit de méme les effets individuels des trois personnes : a,
a, et ap. Mais ces variations peuvent aussi étre regardées comme
les écarts des statisticiens. En termes de plans d’expériences, on
parle d'effets individuels et en termes de statistiques, on parle
d’écarts a la moyenne. Les formules établies en statistiques peuvent
étre reprises dans la théorie des plans d’expériences. Etant définis
par rapport a la moyenne, les trois effets individuels ne sont pas
indépendants (figure 17). |l existe la relation :

aJ+a|_+ap=0 (37)

Figure 17 - Evaluation des effets individuels par rapport a la
moyenne des réponses

Par définition, le carré de I'effet a des trois personnes prises glo-
balement est identique a la variance de I’échantillon :

a = 1é(aﬁ + af + a,z;) (38)

7.2 Somme des carrés des réponses

Les trois effets individuels ay, a, et ap associés a la formule (36)
permettent d’écrire le systéme suivant :

Yo=Yotay
Y=Y t+a
Yp=VYo +ap
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On remplace ap par sa valeur en fonction de a; et a, en tenant
compte de la relation (37) :

Ya=Yotay
YL=Yo+aL
Yp=Yo—ay—-a

et I'on met ce nouveau systéme sous forme matricielle :

Y 1T 1 0|y
yol =11 0 1] ]a
vl |1 =1 1| |a
ou sous forme condensée :
Y=XA
La somme des carrés des réponses est égale a :
tyy=tA'XXA

La matrice 'X X peut &tre décomposée en sous-matrices :

. 300
XX =021 (39)
012
21
tYV:3)/3+[aJ ay &
12| |a.
tyy=3),+34 (40)

La somme des carrés des réponses est décomposable en deux
carrés : trois fois celui de la moyenne yy, et trois fois celui de I'effet
a des personnes.

Si I'on étudie plusieurs facteurs, par exemple les trois facteurs
suivants : les appareils, les laboratoires et les opérateurs, on définit
les effets individuels et les effets globaux comme précédemment.
Un calcul identique a celui que nous avons indiqué permet de
décomposer la somme des carrés des réponses en quatre carrés :
celui de la moyenne, celui des appareils, celui des laboratoires et
celui des opérateurs.

Sil’on réalise plus d’expériences qu’il n’y a de coefficients dans le
modele mathématique adopté, on peut introduire un facteur supplé-
mentaire correspondant a la dispersion des mesures. L'analyse
mathématique est tout a fait analogue a celle que nous avons
décrite mais elle fait apparaitre un carré correspondant a la disper-
sion des mesures. Il est alors possible de construire le tableau clas-
sique de I'analyse de la variance.

L'analyse de la variance décrite ici pour les facteurs discrets est
également valable pour les facteurs continus. Mais cette technique
a pour principal inconvénient de faire disparaitre le signe de I'effet
global puisque I'on utilise le carré de cet effet. Le signe de I'effet est
une information capitale pour I'expérimentateur qui désire connai-
tre comment la réponse évolue en fonction du sens de variation de
la variable continue. Il est donc tout a fait déconseillé d’employer
I'analyse de la variance pour les facteurs continus. Dans le méme
ordre d’idée et pour faciliter I'interprétation des résultats, il est
recommandé de calculer les effets individuels des facteurs discrets,
car ces effets individuels conservent leur signe et sont ainsi une
source d’informations utiles pour I'expérimentateur.
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Les plans de mélange sont des plans d’expériences que I'on uti-
lise lorsque I'on étudie des produits composés de plusieurs consti-
tuants [18]. L'objectif est de trouver la loi qui régit une ou plusieurs
réponses en fonction de la composition du mélange.

8.1 Modeéle mathématique

Les facteurs sont les concentrations x; de chaque constituant i du
mélange. Les réponses y sont exprimées en fonction de ces concen-
trations. Il faut tenir compte de la contrainte suivante : la somme des
concentrations des constituants d'un mélange est égale a cent pour
cent. |l existe donc la relation suivante entre les x;:

Y X =1 (41)

C’est la relation fondamentale des mélanges.

Le modele mathématique exprimant la valeur d'une réponse en
fonction des concentrations x; ne peut pas s’écrire selon une for-
mule analogue aux plans factoriels ou aux plans composites, car il
faut tenir compte de la relation (41). On montre facilement que cette
relation impose dans le modele mathématique :

— la disparition du terme constant ;

— la disparition des termes carrés.

Il ne reste donc, dans le modéle mathématique, que les termes du
premier degré et les termes rectangles.

y=Za,-x,-+Za,-]-x,-x/-+Za,-m,x,-... X/ (42)

8.2 Emplacement des points
expérimentaux

La représentation graphique doit également tenir compte de la
contrainte imposée par la relation (41). Celle-ci fait disparaitre une
dimension dans I'espace des x;. Pour un mélange composé de deux
produits, on utilise une droite (figure 18a) et, pour un mélange de
trois produits, on adopte la représentation du triangle équilatéral
bien connue des chimistes (figure 18b).

Scheffé [19] a montré que les meilleurs points expérimentaux se
situent aux extrémités du domaine (les produits purs), au milieu des
arétes (les mélanges de deux produits a égales concentrations) et au
centre de gravité (mélange de tous les produits a égales concentra-
tions).

8.3 Difficultés soulevées par les mélanges

La disposition des points expérimentaux est souvent loin d’étre
aussi simple. En effet, deux difficultés apparaissent fréquemment :

a) les propriétés du mélange ne sont pas des fonctions continues
de la composition : il y a des précipitations, des changements de
phase, des démixtions, etc. ;

b) toutes les concentrations ne sont pas toujours réalisables.

Afin de pouvoir utiliser un modele mathématique simple, I'expé-
rimentateur est amené a subdiviser le domaine expérimental en plu-
sieurs domaines d’étude dont la forme peut étre compliquée. Un
exemple est donné (figure 19) pour trois constituants. Déja, dans ce
cas, le positionnement des meilleurs points expérimentaux est
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A 100 % 0
¢ —o—0
B 0 100 %

[

A pur Mélange B pur
50 % A
50 % B

(@ mélange de deux constituants A et B

100 % A

100 % B 100 % C

(b) mélange de trois constituants A, B et C

Figure 18 - Représentation de mélanges a 2 et 3 constituants

compliqué et nécessite le recours a des algorithmes d’optimisation
comme celui de Mitchell [20] ou celui de Fedorov [21]. On imagine
la difficulté du probléme lorsqu’il y a dix constituants et qu'il faut
travailler dans un espace a neuf dimensions. L'emploi d’ordinateurs
puissants est alors indispensable.

L A\

B C

Figure 19 - Représentation géométrique d'un domaine d’étude
(partie bleue) lorsqu’il y a des contraintes sur les concentrations des
constituants d’'un mélange

La plupart des logiciels qui traitent des plans d’expériences sont
inclus dans des logiciels de statistiques. Cette introduction s’est
faite petit a petit sous la pression de la demande. Les premiers logi-
ciels de plans d’expériences étaient trés pauvres et mal adaptés aux
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besoins des expérimentateurs. Depuis peu, un effort considérable a
été entrepris par les informaticiens et les statisticiens pour que ces
logiciels répondent mieux a I'esprit et aux besoins des expérimenta-
teurs. Ces logiciels sont encore trés marqués par leur origine statis-
tique et peuvent rebuter certains utilisateurs. Mais I'on constate un
progrés constant vers I'amélioration, c’est-a-dire vers une meilleure
prise en compte des exigences des expérimentateurs. Néanmoins,
ces logiciels nécessitent tous une bonne connaissance de la
méthode des plans d’expériences et ne peuvent pas étre utilisés
sans une formation solide aux plans d’expériences.

Ces logiciels comportent, en général, les chapitres suivants :

— construction des plans d’expériences :

— plans factoriels complets, plans factoriels fractionnaires, plans
a plus de deux niveaux (surface de réponse), plans de mélanges,
plans D-optimaux ;

— interprétation :

— calcul des effets, des interactions, des coefficients du modéle
mathématique, modélisation, calcul des réponses prédites, analyse
des résidus ;

— représentations graphiques :

— diagramme des effets, diagramme des interactions, dia-
gramme des résidus, diagramme de Daniel, courbes isoréponses en
2-Dou3-D;

— aide:

— tutorial, aide en ligne, possibilité d'importer et d’exporter des
fichiers de données dans différents formats, parfois hot-line.

On trouvera en [Doc. P 230 (tableaux A et B)], les principales
caractéristiques de quelques logiciels analysés uniquement du
point de vue des plans d’expériences, ainsi qu’une étude compara-
tive des principaux d’entre eux.
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